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借助 于 有 理 分 式 函 数 为 工具 的 函数 逼近 理论 , 是 计算 数学 、 
特别 是 数值 返 近 理论 及 应 用 中 的 一 类 重要 课题 。 本 书 较 全面 已 
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出 版 说 明 


《计算 数学 丛书 > 是 为 了 适应 计算 数学 和 计算 机 科学 的 发 
展 ， 配 合 高 等 院 校 计 算数 学 教学 的 需要 而 组 织 的 一 套 参 考 读 
物 。 读 者 对 象 主要 是 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 学 生 、 
研究 生 ， 亦 可 供 高 等 院 校 数 学 系 和 计算 机 科学 系 的 教师 以 及 
工矿 企业 、 科 研 单位 从 事 计算 工作 的 技术 人 员 参 考 。 

本 丛书 向 读者 介绍 近代 计算 方法 的 一 些 主要 进展 及 其 挝 
用 范围 和 实用 效果 。 每 种 书 集中 介绍 一 个 专题 , 针对 本 专题 
的 近代 发 展 作 综合 性 的 介绍 , 内 容 简明 扼要 , 重点 突出 , 有 分 
H, 有 评价 ,力图 使 读者 对 该 专题 的 动向 和 发 展 趋势 得 到 一 个 
完整 的 了 解 。 | 

AM HLM MU A. 《线性 代数 与 多 项 式 的 快速 算 
JED, SEU Roe, <A BR, «EE A >, 
«Sobolev 218 3) 76>, <i} HASH So «4S Bio «AR 
条 形 法 >、< 广 义 递 矩 阵 及 其 计算 方法 >、< 非 线性 方程 迭代 解 
法 > <a Hf «Walsh HARES A> «KSGRR EB, 
< 坏 条 件 常 微分 方程 数值 解 ?、& 误 差分 析 ?、< 最 小 二 乘 问 题 的 
BUR E>, <a Bp Rho AE AE Rk, «<P 
aR IE. “SE 47 E>, «Padé W» «Monte Carlo 方法 > < 差 
分 格式 理论 >、《 高 维 偏 微分 方程 数值 解 ?、< 初 值 问题 差分 方 
法 ?等 二 十 余 种 , 将 于 一 九 八 O 年 初 起 陆续 出 版 。 
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著名 的 Woierstrass 定理 告诉 我 们 ， 任 何 有 界 闭 区 间 

[a, 5] 上 的 连续 函数 F(x) 都 可 以 用 多 项 式 序列 一 致 近 . 即 

存在 多 项 式 序列 {P,(%)}, 使 得 在 区 间 [a, 8] 上 一 致 地 有 
lim P,(2) =f (2). 


虽然 多 项 式 是 函数 的 一 种 非常 好 的 逼近 工具 ， 但 是 多 项 
式 和 逼近 也 有 它 的 不 足 之 处 ， 主 要 六 为 多 项 式 是 寄 级 数 的 特殊 
和 情况， 其 在 一 点 附近 的 性 质 就 足以 决定 它 在 整个 实数 轴 上 的 
性 质 . 而 这 种 特性 恰好 是 许多 物理 现象 所 不 具备 的 . 事实 上 ， 
许多 物理 现象 中 各 个 量 之 间 的 关系 往往 具有 互相 割裂 的 特 
征 ,它们 在 两 个 区 间 上 的 性 状 甚至 可 能 完全 毫 不 相干 。 这 自 
然 就 导致 了 1946 年 I. J. Schoenberg 开创 样 条 函数 这 个 新 
的 有 逼近 工具 . 

对 于 具有 极点 的 函数 来 说 ,采用 多 项 式 、 甚 至 多 项 式样 条 
作为 逼近 工具 显然 都 是 不 大 合适 的 . 可 以 想象 , 采用 多 项 式 
的 男 一 种 最 简单 的 推广 一 一 有 理 函 数 作为 甫 近 工 具 是 怡 当 
的 . 

那么 , 对 于 没有 极点 的 函数 来 说 , 有 理 函 数 逼 近 的 意义 又 
如 何 呢 9 请 看 Z. Kopal 在 参考 文献 [48] (pp. 25—43) 中 所 
举 的 一 个 例子 : 

InGTITZ) 有 如 下 的 连 分 式 展开 式 : 


os lw 1 Be Sa 
MO) TB EE EB tee 


— i — 


取 它 的 渐 近 分 式 , 即 可 得 In(l +2) AA ee 


2: 

R(x) = 5 3? 
; 6z 十 322 
Ralo) eo ira 
60x +- 6027+ 1128 
Rele) = 6500005 88024 Ba” 
or 2 3 4 

Bila) = 420xr+ 63027 + 26023 + 25a 


420+ 84024-5402? + 1207°+- 624 * 
RRR, Rale) 是 In(1+2) 的 [n/n] 级 Padé Hi. ES 
In(1+2) 的 Taylor 展开 前 2% 项 重合 。 并 且 Re) 的 参数 个 
数 与 mh(1 十 w) 的 Taylor 展开 前 2n 项 T(x) 的 参数 个 数 相 
同 . 

现在 我 们 来 比较 一 下 , 用 RD) 和 Ts,(1) 作为 In2 Ge 
近 时 误差 sn 和 sz 的 大 小 情况 . 


n En (1) ER Tan (1) ET 
1 0.667 0.026 0.50 0.19 
2 9, 69231 0.00084 0.58 0.11 
3 0.693122 0,9990253 0.617 0.076 
4 0.69314642 0.00000076 0.634 0.053 


(in 2—0.69314718..…) 
它 说 明 (DD S TC) 的 精确 程度 竞相 差 10 万 倍 . 
另外 ，1964 年 D. J. Newman (Michigan Math. Jour., 

11(1964), 11—14) 指出 ， 可 以 找到 一 个 分 子 、 SP EE nk 
的 有 理 分 式 序列 rn(z), 使 得 
| Jæ] =r (£) <30", 一 1<z<l， 
它 显 然 比 通常 nn 次 多 项 式 的 最 佳 逼近 阶 On) 优越 得 多 . 
这 些 事实 说 明 ， 开 展 函 数 的 有 理 分 式 逼 近 问 题 的 研究 是 
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计算 数学 、 特 别 是 数值 通 近 理论 与 应 用 中 一 类 很 引 人 注 目的 
课题 . 

本 书 共 分 五 章 ， 前 四 童 里, 我 们 分 别 讲述 了 有 理 落 数 插 
值 ， 有 理 Je6pgeB Eir, Padé BUT KAMARA MET 
法 . 所 述 各 章 不 仅 有 重点 地 讨论 了 有 关 的 一 些 理论 问题 ， 而 

县 介绍 了 若干 较 有 用 的 数值 计算 方法 ， 由 于 有 些 有 理 还 近 方 
法 并 不 完全 属于 前 四 章 的 范畴 , 因此 在 本 书 第 五 章 里 , 介绍 了 
一 批 数值 有 理 逼 近 方 法 . 

上 鉴 王 作者 水 平 所 限 ,在 材料 的 取舍 上 可 能 会 有 不 妥 之 椒 ， 
有 些 内 容 也 难免 会 有 不 足 或 雇 误 之 处 ， 敬 请 广大 读者 撑 评 指 
aE. 

在 本 书 的 初稿 完成 以 后 ， 徐 利 治 教授 在 百 忙 中 抽出 时 间 
对 本 书 初稿 进行 了 审阅 ， 吉 林 大 学 数值 还 近 讨 论 班 的 同志 、 
特别 是 周 芍 时 同志 以 及 合肥 工业 大 学 朱 功 勤 副教授 均 大 力 支 
持 本 书 的 写作 , 并 仔细 审阅 了 本 书 的 初稿 。 上 海 科学 技术 出 
版 社 理科 编辑 室 , 自始至终 关心 本 书 的 写作 . 借 此 机 会 , 作者 
仅 向 他 们 致 以 衷心 的 感谢 . 

王仁 宏 
于 长 春 吉林 大 学 数学 系 
1979.7. 
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#12 
有 理 函 数 插值 


出 于 和 多 项 式 播 值 固 样 的 理由 ， 借 助 有 理 范 数 作为 工具 
的 有 理 插值 问题 的 研究 ， 无 论 从 理论 上 还 是 实际 上 都 是 十 分 

由 于 有 理 商 数 插值 并 不 总 是 存在 的 , 所 以 我 们 在 本 章 81 
和 $2 中 ,着 重 讨论 有 理 函 数 插值 的 存在 唯一 性 问题 . 

在 $3 中 ,主要 是 讨论 用 有 理 函 数 作 切 触 插值 的 问题 .其 
中 主要 介绍 了 Salzer 和 Wuytack 的 有 关 理 论 . 

844, 为 适应 解决 实际 问题 的 需要 ， 我 们 介绍 了 若干 实 
际 计算 有 理 插 值 分 式 的 具体 方法 ， 其 中 包括 Stoer 方 法 ， 
Thiele 方法 ，Salzer 方法 和 Wuytack 方法 等 . 


$1 有 理沙 数 插值 问题 及 唯一 性 
设 已 给 定 mn 十 1 个 不 同 的 点 


Zo, Ti, +t) Emin (1-1) 
和 相应 的 函数 值 
f(z0), f(@1), +, J (Emin). (1-2) 
所 谓 有 理 函 数 插值 问题 ， JIE ARAB A 


Ra (a) = Naa) Amt” + amat eo aE o 
=” Dale) "+b, se" Fe betb 


(1-3) 
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使 之 满足 插值 条 件 


Ry alas) =f (aj), 7=0, 1, =, mtn, (1-4): 
ep Nal) 5 D,a) SHA oc Hm Sn 次 多 项 式 , mw 与 % 是 
给 定 的 非 负 整数 (m, n>0), 今后 将 把 次 数 不 超 过 m 的 多 项 
AACA A, B 
Nalt) € An, DEH. 
人 们 自然 会 问 , 是 否 一定 会 存在 由 (1.3) 式 给 出 的 那 种 类 
型 的 有 理 分 式 函 数 ,使 得 插值 条 件 (1.4) 得 以 满足 呢 ? 
我 们 知道 , 当 n=0 时 ， Rn, ole) 一 和 Nn(z) EMREN. 
于 是 按 多 项 式 插值 的 理论 , 插值 问题 (1.3)、(1.4) 的 解 是 存在 
并 且 唯 一 的 .那么 , 4n>0 时 插值 问题 (1.8)、(1: 名 的 解 是 否 
也 存在 唯一 呢 ? 且 看 下 面 两 个 例子 . 
WI 假定 mw=0, 且 对 某 些 了 7 ML, 
f(a) =0, f(%) #0. 
则 显然 不 可 能 存在 有 理 分 式 


_ Co oo _. 
Ro, a(@) 6,0" + bye t+ et byat bo 
满足 这 个 插值 问题 . 


例 2 Gg m=n=1, H 
F(a) =f (wa) +f (aa). 


a 124+ ao QZ Fao 
ILA 一 >- ee ee ee 
则 必然 有 页 志士 bira Lbs” 
从 而 (aob — a0) (wa— 1) =0, 


At #22, 所 以 obi =a1bo, APEWE O40, 事实 上 , 当 
b,=0 时 Ri1(2) 退化 为 一 次 多 项 式 , 它 自然 不 可 能 满足 本 例 
所 给 的 插值 条 件 了 .因而 可 得 

Gy = 83) /b4, 


并 且 Ræ) = 22 tGabo/ ba _ m(bwt+bo) _ a 


OS ei Le 


bet bo 04 (b;@+ bo) bi 


是 一 常数 ， 这 样 一 来 , 也 就 不 可 能 有 
Ri,1(%1) £ Ra, 1(23). 

这 说 明 本 例 所 给 的 有 理沙 数 插值 问题 是 无 解 的 . 

从 上 述 两 个 例子 不 难看 出 , 插值 问题 (1 .3)、( 代 :和 包 的 解 是 
否 存 在 是 要 有 条 件 的 ， 在 给 出 有 理 插值 问题 解 存在 的 条 件 之 
前 , 我 们 先 来 给 出 一 个 唯一 性 定理 . 

定义 下列 两 个 有 理 分 式 函 数 
Pate) P(x) 
Qile)? Yal 2) 
PAA, WH Bi(w)=Ro(w), 如 果 存 在 一 个 非 零 常数 a, 使 
得 


Ry(2) = Raa) = (1:5) 


Pale) =a P(x), Q(x) =aQ (2). 

由 (1-5) 所 示 的 两 个 有 理 分 式 函数 Rie) 和 Rela) 称 为 

是 等 价 的 , 如 果 
Pils) Qele) = P,(a) ‘Qa (s) 。 (1-6) 
此 时 常 记 为 BCz) ~ Bo(a), 

显然 , 按 定义 所 确定 的 “等 价 ”概念 是 一 个 等 价 关系 , 即 

1° R(e)~R(2); 

2 R@)~Q(z), Wa) ~8(@), I) R@) ~S@); 

3° & R(x) ~R), W Q@)~Re). 

不 难看 出 ,两 个 有 理 分 式 函 数 Rilo) 和 Bow) 等 价 , 必须 
ARH 有 (vw) 和 Ralo) 的 最 简 分 式 英 数 Rala) HM Role) 是 
恒 等 的 .此 处 所 谓 一 个 有 理 函 数 (z) = Pa) Ra 的 最 简 
分 式 函 数 , EAE Pw) 与 Q(z) 的 最 大 公 因 子 约 去 后 所 得 
的 新 的 有 理 函 数 . 

今后 ,只 要 两 个 有 理 分 式 Bi(w) 和 Reo) EF OS, 则 把 
它们 看 作 是 一 个 有 理 分 式 函 数 而 不 加 以 区 别 、 亦 即今 后 我 位 
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总 是 把 所 有 相互 等 价 的 有 理 分 式 函数 看 作 是 同一 个 有 理 分 式 
函数 , 而 不 再 一 一 声明 . 
在 这 种 意义 上 , RITE 
定理 1 插值 问题 (1.3)、 OER, MEANE, 
证 明 - 设 两 个 有 理 函 数 


Ry, nT) 一 72, Rw, nly ) = 


Pi RAE (1-4), 则 | 
Nale) Dl) = Nn (a) °D, (23), j=0, 1, ++, m+n, 
BH 
Nala) Dp (ai) — Np (aj) Dal =0, j=0, 1, +, m+n, 
它 说 明 次 数 不 超 过 mn 的 多 项 式 Nn (we) Die) N mnla) 
“也 (2) 居然 会 有 加 十 nn 十 1 个 瑟 异 的 零点 ,这 当然 只 有 在 
Na(a@)+D, (2) =WN,,(a)-D, (a) 
WAAR. 由 定义 , 此 即 
Rn, (2) ~En, nla). 


Na LAOR 
五 @) 


定理 1 得 证 . 

定理 二 表明, 有理 分 式 插值 间 题 的 解 只 要 存在 则 必 唯 一. 
六 此 有 理 函 数 捅 值 问题 的 关键 问题 是 存在 性 问题 ， 而 这 个 问 
题 的 讨论 , 正 是 我 们 下 节 的 中 心 议题 . 


§2 有 理 插值 的 存在 性 问题 


有 理 插值 问题 (1.3)、(1.4) 栈 然 不 总 存在 ,于 是 探讨 有 理 
插值 间 题 解 的 存在 性 条 件 就 是 一 个 十 分 重要 的 理论 与 实际 课 
a, 

一 般 说 来 , HA 1-3), 1-4) Se RA — hE 
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线性 问题 ， 但 是 当 有 理 分 式 函 数 Ra nl) = Nn (@)/Dy(@) 是 
插值 问题 (i.3)、(1' 委 的 解 时 , 当然 亦 有 
Nm (a3) —f (e) Dy (as) 
= (Gti tee Haat t 0) —f (@;) bart +++ bait bo) 
=0, j=0, 1, =, mtn, (2:1) 
它 正 是 未 知 参 数 On, t, Co On, e, Oo 的 一 个 线性 方程 组 . 
EBA, REJEA (2-1) 的 求解 问题 是 否 同 播 值 问题 
2-3). DE tre 如 果 不 等 价 , 它们 之 间 到 底 有 什么 关系 呢 ? 
下 面 的 定理 2 对 这 个 问题 作 了 一 个 十 分 有 趣 的 回答 . 
定理 2.[51]) ARMA BA CO) AAPA ABE, W 
为 使 满足 插值 条 件 (1:4) TRASK PB Roe, n2) = Pm (2) / 
Qn(a) 存在 ， 必 须 且 只 须 组 性 方程 组 (2.1) 的 任意 非 平 凡 解 
Nia), Die) 在 约 去 一 切 公 因子 ( 即 约 化 为 两 互 质 多 项 式 ) 
后 所 得 的 多 项 式 4(%)，B(w) 仍然 是 线性 方程 组 (2-1) 的 解 . 
A(a;)—f leB le) =0, j=0, 1, +, m+n, (2-2) 
EBR ” 先 证 必要 性 ， 设 Na), Die) 是 (2.1) 的 任 一 
组 非 平 凡 解 ; 
Nal —f (23) «Di (aj) =0, j=0, 1, =, mtn, 


E t(a) / o) 满足 插值 条 件 1-4), 
an =f(s;), j=0, Í, =, m+n, (2-3) 


其 中 (a) RKB =r <m, vla) 的 次 数 =S<n( 即 i(2) EHn, 
vla) EJ1w), 且 它们 为 车 质 的 多 项 式 ， 于 是 
Ny Cw) v (ej) — DE (ast (aj) =0, j=0, 1, =, m+n. 
AK Nao) — Dil x) ta) RM <mtn, 从 而 必然 有 
d(@){A(a) VT) —B(@)t(a)}=0, 
Hp d(x) Ht Nal) 与 Di(z) 的 最 大 公 因 子 ， 因 此 
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A(x)v(@) —B(@)i(@) =9, 

特别 地 ， 亦 有 | 

A(a) (ai) — B(a,)t (a) =0, j=0, 1, +++, mtn, (2-4) 
因为 i(%) 与 2(%) 是 互 质 的 , H (2.3) 式 成 立 , MA olw) 不 可 
能 有 实 根 zo， ti, t, Emin Bll v(e) #0(7=0, 1, =, m+n). 
SU ola) 除 (2: 少 式 两 边 , 并 注意 (2.3) 式 , 即 得 到 

A(wi)—f (2) Bw) =—=0, j=0, 1, =, m+n, 

必要 性 得 证 . 

为 证 充分 性 , Bin he A), Ber) 是 方程 组 2-1) 
的 解 , 即 (2.1) 成 立 . 于 是 必 有 BC%) 40(j=0,1, …, m+n), 
否则 由 (2.2) 式 应 有 Aa) =0, MTG A), Bie) FRA 
定 相 矛盾 .这 样 一 来 ,有 


人 fC), j=0, 1, =, m+n, 


即 4(w)/B(z) 是 满足 播 值 条 件 (1-4 的 最 简 有 理 分 式 函数 . 
定理 2 证 完 . 

为 了 给 出 便于 应 用 的 存在 性 定理 ， 需 先 引进 行列 式 B 和 
矩阵 47 一 0 1, =, m+n); 


Mi 一 
1 & By os ay Yo Zo 1yo 7540 
2 一 
1 a si o ep Yı sy e ah ziy 
8 一 1 2% a cP Y Ys ai Ys 230 h 
2 - 
1 Tmntn m+n Linen Ymtn lnindmin DR Ymen ThrnYm+n 
1 Nm y ay ~. gly mny 
1 % 4% aE) Yo Toyo ah 1yo 
y2 -1 ~ 
daj aa aon e Ya BW- ee ag Y-a 
= 2 m- - » 
1 ai Ga oe ang Ysa 和 117 e Lape ire 


H m-l 一 
1 Tmin Imen ° Imen Ymin TminYmtn *** Th m+n 


其 中  y=f læ), y= (z), j= 0,1, =, m+n, 

车 对 所 有 的 I=, 1，…, mtn) WMA, 4 都 是 非 奇 异 
A, WA YEA oy MAUR OM, Hb. 车 
b=B(a, y)=0, MEREKARA RTA H O, fF 
别 地 


1 zo a ty ao ee ay 2 | 
2 - we -1 m 
pi= 1 s 好 apt yi TY xi Yi Ti = 
上 | 
[L Smin Bran e CRG Unt Tminlimen e Ean Than | 


《〈 它 相当 于 如 最 后 一 行 最 后 一 列 上 元 素 ry 的 代数 余子 式 , 然 
BER mti 列 换 到 最 后 一 列 所 得 的 行列 式 ), 并且 


woh 
| 4 Bq +u £ Yo Xoo vee go | 
-1 
-|t Tı vt Yı iY ziyi i 
| 


|L amin OPS Ymin Tmtnilmen oo Lipman | 
4B Bs 的 某 行 各 元 素 的 代数 余子 式 分 别 为 
Co, C1, a) Om-1; Cn, Cnty wets Cnin-ts C ntn; 
Be 与 之 相应 那 行 各 元 素 的 代数 余子 式 分 吻 为 
Co, Cry Oo Oms CO OO Oman. 
注意 其 中 最 后 一 个 代数 余子 式 是 一 样 的 ， 根 据 代 数学 中 代数 
余子 式 的 特性 可 知 
Oot Oig t-t Omat 7+ On y+ Carty tre 
+ Omin12""Y + Cine” =0, 
ot Chat +O), HO yH Ody t+ 
+ Cintn10" Y+ Omin" y= 0 
HI C, y) (G=0, 1, e, mtn) 所 满足 ， 于 上 两 式 中 消 
HY, 则 推 得 下 述 关于 z 的 方程 
Chant” "+Q (a) =0, 


其 中 Q@) 为 多 项 式 类 Ani 中 的 某 允 项 式 ， 上述 mink 
LGR mint1 AEH a (j=0, 1, =, mtn), AI 
Cmin= 0. 

按 同 样 办 法 ， 可 以 指出 6; 和 Bs 中 最 后 一 列 各 元 素 的 代 
数 余 子 式 是 0。 从 而 对 一 切 97 一 0,， 1, =, min) WA, As 
fA RUE, 

引 理 1 tk R(x) =p(e)/q@) 是 一 个 最 简 有 理 分 式 画 
数 ,其 中 pe) E 互 9(z)E 石 。 上 为 满足 

max(m+a, a+) <t<m+nt+l1 

的 正 整 数 . 车 : 
Rwn) =f (ta), a=1, 2, =, 有 

R(ay,) Ef (ax), a=t+1, =, mtn+1, 
其 中 点 列 Pil, Vin, oe, Limensi 
是 点 列 Lo, Ta, tt, mm+tn 的 革 种 重新 排列 所 得 的 点 列 . 则 由 前 
Ye BA (2-1) 的 任 一 组 非 平凡 解 Na(w)， Da(w) 在 约 去 一 
切 公 因子 后 所 得 的 多 项 式 偶 A), Bæ) 必 也 满足 

aes Efta), @=t+1, =, mtn+1, (2-5) 

证 明 由 所 设 条 件 可 知 Nalo) egl) — Di, (a) sp (a) 是 次 
数 低 于 t 但 却 具有 个 零点 42 一 wjola=1, 2, …, 让 的 多 项 
x. 因而 


Nale) +g (2) — Die) p(w) =0. 
BT (a) Æ Nine) 与 Die) 的 最 大 公 因 子 . 则 由 
Nn (2) eg (e) — Dia) pla) 
=T (a) {4 (x) +g (£) —B (x) pz)}=0, 
可 推出 
A (a) go) — B®) p(s) =0, (2-6) 


车 (2-5) 式 不 满足 ， 则 存在 某 个 x 值 人 LITsw< 和 十 nm 十 
1), 


A (ia) | 
By Blad =f (Tja). (2 7) 


HERI AG), B) 互 质 的 假定 , 必 有 
B (aig) #9, 
由 (2.6) 和 (2.7) 可 知 
P (Bia) — 9 (Bio) ou) =—0, 
Ap), 9(%) EHEER, PA gaa) #0, 从 而 由 上 式 两 边 除 
以 q (aia) s 得 到 
P Tja) 
ray “Fie. 

这 和 引 理 假设 相 矛 盾 ， 证 毕 . 

引 理 2 若 有 一 最 简 有 理 分 式 函 数 

Ria) = ta tetett _ t(a) , 
UT Ht vH VE) 
0<7r<m 一 1, O<s<n—1, 使 得 
(a) /0(@;) = fle), 9=9, 1, ++, mtn, (2-8) 

则 B=0, 

证 明 由 假定 (2:8) 推 出 

tCar) — vle) T (as) 

= to ttt + ttre — vof (aj) — vrf (ee 
— vaf) =0, j=0, 1, ++, m+n, 
所 以 也 有 
atla) — ewl) f (a3) =0, j=0, 1, M+, 

利用 这 两 个 关系 式 ， 本 
AMR m% 十 n 十 1 行 的 元 素 全 为 0。 因而 行列 式 6 最 后 一 
(第 m+n+2 行 ) 各 元 素 的 代数 余子 式 均 为 0， 即 8=0. 


引 理 8 车 一 a(%) 一 5(w)g 可 分 解 因 式 为 
b=P(a)[A@)—-Be@)yl, 
其 中 A(x) 一 B(2)y 是 不 可 约 的 , E 
P) KK=p<min(m, n), 


则 不 存在 最 简 有 理 分 式 
L, a) EHn va) EH, 
we Hefa), j-0, 1, =, mtn, 


证 明 因为 BO, 所 以 根据 引 理 2, BAR Cay, YD} FIP 
WTR (24, Yar) (r= 1, “> t), 使 得 
A (24) Eftr), TH, +, t 


Bay) 
由 此 可 知 
Alur) —B (ar) f(r) #0, r=1, t, (2-9). 
事实 上 , 若 (3.9 式 不 成 立 , 则 必 有 某 rol <ro<t) 存在 ,使 
A (aj) —B (Eir) F tir.) =9, (2-10) 


则 当 BCer) 一 0 时 , YA Aler) =0, BAG), Bo) 不 可 
约 的 假设 矛盾 ; M Bwr) +0 时 ,由 (2:10) 式 必 有 


Sith = f(a), 


DR Aa. AMO ODARE WF 
B=B(air, Yir), r=1, =, m+n+i, 
FEA DRMA Pler) =0, r=1, «+, t, A pet, 
PATE A(x) 的 次 数 Sm—p, Ba) 的 次 数 <n—p, H 


AG) 
=f (ee), r=tti, =, m+nt+1, 
B (air) FC J ) 

Tit max(m—p+n, »—p+m) 


=m+n—p<mtn+1l—t<m+nt+1, 
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于 是 由 引 理 1 Ale 2, NR 4) Pe 
简 有 理 分 式 ， 从 而 引 埋 3 AME, 

S14 it 6 一 (9) 一 p(w)y， 又 设 M(e)/N (e) 是 由 
mana 消去 一 切 公共 因子 所 导出 的 有 理 分 式 沙 数 、 如 果 : 


MED r <r<m+n+l),# 


M (air) 
Wa) I (Lin), 


则 (cz 一 ozr) 必 为 nCz) 的 一 个 因子 . 
证 明 假若 对 于 某 个 Lin, 有 
WE fr) HL may) #0, 
如 果 ri, Ta, °°, To fe m(x) Al n(z) 的 公共 零点 ， 于 是 ， Ao 
(jr) #0, 有 
一 M(E) = (Birta) (Er — Tu) M Er) 
To) = a) osm) an r AN a 
= M (t) 
N (Gir) ` 
此 与 假设 矛盾 ， 引 理 44E. 
定理 3 设 (ay, Y) (j=0, 1, an) mt+tnt+i) 中 的 各 
aj(j=0,1, =, m 十 % 十 1) 是 互 异 的 。 则 为 使 存在 满足 插值 
条 件 忆 :和 的 最 简 有 理 分 式 
y= pla 
Rw aay? pa) E Hn, qla) EHan 
必须 且 只 人 须 各 个 矩阵 A(j=0, 1, ++, m 十 n 十 1) 是 非 奇 异 
的 . 
证 明 ”假若 有 某 个 10<i<min) 存在 ， 使 4 是 奇异 
的 , 即 P(A) =0. SX BIBS TIEN 0, 变 其 为 
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0 ... 0 0 f 


(C a D heilan (ali E 


0 .. 0 0 T 
(T= HM) utu ieee (rtr utf (r Hur) tim e (a nie) nie T— tux T 


yesoeereseesiessjisssossyiesiivstiaryesiossessoevoveovee 


8 
(2—1) fide + (@-— Fa) Mita (@— IT) 项 (T+T) es (BT le ele 下 
(2-92) Of, Qe oe (x — 9a) fie (@ — 0%) A of (@—“m), fe -= (en) Oe a-G T 


12 —. 


p 


再 将 有 按 最 后 一 行 展开 , 则 可 得 
B=m(2)—n(2)+y, 
其 中 mia), na) PHA cH mtn KBR, TE ee BE 
4 的 定义 和 行列 式 的 运算 法 则 , 还 可 知 
no) = SY (94), 


而 且 它 显然 可 被 (r) 所 整除 .于 是 根据 引 理 3, 不 存在 满 
足 插 值 条 件 (1: 生 的 最 简 有 理 分 式 酒 数 


O) (2) Hm, v(0 EH 
u(x) 
反之 , WARE 4; 非 奇 异 2 一 0, 1, ---, m+n), BPA) 


#0(4=0, 1, e, mtn), Aw oa, BT LL 
al) = -SI -0) .2(40| 


中 除去 TT (wy 一 加 "多 (A) 之 外 的 一 切 项 ,所 以 (o 一 %) 除 不 
尽 n(z)， 于 是 根据 引 理 4, mae) Sna) 约 去 一 切 公 因子 
后 所 得 的 多 项 式 M 与 W(z) 必 满足 插值 条 件 


wes —f(a,), i=0, 1, +, m+n. 


定理 3 证 完 . 
例 给 定 (zo Yo) = (0, 1), (a1, y) = (i, 0) 和 Ge, yo} 
=(2, 0), 考虑 用 形 如 


Rl) 一 


Co Gs 


bo 4+ bye 
的 有 理 函 数 来 播 值 上 述 三 个 型 值 的 问题 ， 由 于 


a(t o) 
1 0 


E-A ES, 因而 根据 定理 3, 插值 问题 的 解 不 存在 . 
在 以 上 讨论 中 , BET BATH O, 4% BSF OR, 
则 至 少 存在 某 个 i0<i<m-+n), 使 4 是 奇异 的 。 针 对 这 种 
人 情况 定理 3 有 下 述 推广 . 
ERE 车 对 于 %=0, 1,…, min 4 的 秩 数 是 一 常 
数 , 则 存在 满足 插值 条 件 ( 工 :4 的 有 理 函 数 
y(x) =pla)/q(@), 
证 明 假若 不 存在 这 样 的 有 理 函数 y(z).， 由 引 理 4 对 
于 方程 组 
a(a) —b(a)y,=0, ¢=0, 1, ---, mtn 
的 任意 一 组 解 c(z) ，b(2) 来 说 ， 必 至 少 有 某 个 4 存在 ， 使 
(e—a) FARR Ol), I B ble), Am h ERT 
aln) 一 0， 亦 即 (wz 一 44) 还 可 以 整除 ale), WARNERS 
it 存在 ,使 
a(a)—b(a)y = (w@—a,)'[a* (x) —b" (2)y], 
Lp a* (ay) — b* (2, yi 0, 但 
a* (aj) —b"(x;)y;=0, j=0, 1, ++, min, jo (2-11) 
HER a(x) =agtayet tage", 
b” (w) = Bo+ Batt +--+ Bye", 
MARHA (2-11) ARRERA (m+n) x (m+n—2t+2) 
WR G1). 因此 它 的 秩 数 不 高 于 和 十 0 一 2 上 23. BH Ae 
.好 是 (2-11) 的 系数 矩阵 再 增加 t 一 1 列 所 得 的 矩阵 ， 轩 而 A, 
的 秩 数 不 高 于 % 二 n 一 21 十 2 十 (i 一 1) 一 m 十 mn 一 t 十 lI， 而 且 由 
FMR CO <t<m+n) 来 说 , a (a) 一 YCwi)g 关 0, 方 程 组 
a*(a,) — b*(a,)y,=0, r=0, 1, +, m+n PHI, JEt 
(2-12) 
AY BE RD REF mt n—2t+2, B ACA i) 
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是 (2:12) 的 系数 矩阵 增加 上 面 所 说 的 t1 询 后 所 得 的 矩阵 ， 
因此 A; 的 秩 数 大 于 A WR (G40, 这 与 假设 矛盾 .。 从 而 
定理 4 得 证 . 
在 结束 本 节 时 ， 我 们 来 介绍 一 下 L. Wuytack[81] 中 一 
个 有 趣 的 结果 ，L. Wuytack 引进 了 f(e) 的 Cn, n) 插值 有 
理 分 式 的 概念 ， 设 +(%) =p@)/q@) 是 方程 组 (2-1) 的 解 ， 
Ep (e)/g (a) p@) (eo) 的 最 简 有 理 分 式 、 如 果 g (2) 
= Sioa WARE, 
bl =0, i=0, 1, «+, k—1; bL#0, 
WUE p' (a) /q' (2) 标准 化 为 b= 1 (BIZ FAD ES RE OL 所 得 
者 )， 并 称 这 样 的 有 理 分 式 函 数 
Tm, nE) =p' (2) /q' Ce) 
Af (@) 的 (m, n) 播 值 有 理 分 式 ， 
L. Wuytack 证 明了 如 下 的 定理 . 
定理 5([81]) Tm næ) =p (w) /q' (0) 是 f(z) 的 (m,n》 
插值 有 理 分 式 ， 则 存在 {2a t, 2 村 C{fzo 21, t, Emens 
0<NV<min(m—m', n—o'), Ep m, n H5 p, 9' (2》 
的 实际 次 数 , 使 得 
p(@) = (@—a,) (LV— ti) p' (2), 
g(a) = @—m,) ++ (aa) 9' (2) 
是 (2.1) 的 解 . 
证 明 it Rilo) 一 pi1(z)/gqi(w) 是 方程 组 (2:1) 的 一 个 解 ， 
即 
(a) 一 Fo 018) =0, =0, 1, +, mtn, (2-18) 
BE {2a t, Cipt 是 {20， oa pz 寺中 使 om) =O (s=1, 
2,…, M) Z. (2-13) 式 可 知 
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pr (@i,) = 0, s=1, 2, +, N, 
今 取 t(x) 一 (Z 一 oz 一 iv)， 
J={0, 1, =, m+n} ~ {ii te, =, ty}. 
因为 p (2)/q (wz) Æ pla) 的 最 简 有 理 分 式 ， 所 以 对 每 


q T; 。 


于 是 存在 多 项 式 v(a), 使 
pile) =v(a)t(w)p' (a), gae) = v(a)t(a)g'(@), (2-14) 
由 上 式 , BR tæ) EHn, He) EC Aw, W 
0<N<min(m—m’', n—n'), 
由 届 '18) 和 (2.14) 可 知 当 ;EJ 时 ,有 
p Ce) = f (ag (ay). (2-15) 
AMS pla) =t(@) +p! (£), g(a) =t(a) 20 (a), 则 由 (2.15) 可 


4 


pla) -f (a) q(%) =9, 4=0, 1, ot, MTN, 
定理 5 证 完 ， 


§3 切 触 有 理 插 值 ” 


为 叙述 方便 起 见 , 今 把 由 (1'3) 式 所 给 出 的 有 理 分 式 函 数 
Rn, (e) 作成 的 类 记 为 Rim, n) He Nae), Daw) BR). 
设 To LaL LE, 
所 谓 切 触 有 理 插 值 问题 , 就 是 寻求 有 理 分 式 
p(a)/q(%) ER(m, n), 


d \¥/p 
使 得 (ie) Fen -1 
k=0, 1, =, 3-1; i=0, 1, = jj (3-1) 


* HIS LBS XM [80] [66]. 
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(LY (22) Ra AO, to i, 


j 
其 中 m+n= > s+i—1i, 1<t<s)44, 
i=0 


同 插 值 间 题 (8.1) 相 关联 的 ,我 们 还 考虑. 寻求 Xz)E€ m 

g(a) E Hn, 
p (a) = Cf (@) eg) (ai), 
k=0, 1, =, s—l; i=0, 1, =, j; (3-2) 
pan) = (F ga) P Gy), B=0, 1, e, t-i, 

Bpa) Daye’, g(x) =D bva', 则 (8-2) 是 一 个 地 
m+ nb l Sy A AA mtnt2 个 未 知 数 的 齐 次 线性 
方程 组 .因而 (3.2) 必 至 少 含有 一 组 非 平凡 解 . 
p(w), qi(z) M pola), g0) 是 (8-2) 的 两 组 不 同 的 
解 . 则 和 定理 1 类 似 地 , 不 难 证 明 由 它们 所 确定 的 两 个 有 理 
分 式 

Ri(@) =pi(w) /91(7), Re(a) = pox) /Go(x) 
是 等 价 的 ， 亦 即 
Pia) egel) = pot) g(a), 

it p(w), g(x) 是 (3.2) 的 一 组 解 。， 因为 有 理 分 式 R(x》 
一 p(%)/g(w) 可 能 是 可 约 的 ， 因 此 Ræ) =p(z) /g(x) 并 不 一 
CRT Rom, n), Æ RCV) 一 p(2)/9(z) 一 plz)/gqo(%)， 而 
Pola) /go(w) 已 是 不 可 约 的 . MI gole) = Si det, 其 中 di0, 
而 0 一 抽 一 … 一 -1 一 0。 则 我 们 便 将 polz)/golz) 标准 化 为 
使 d=1， 这 样 得 到 的 Ro, a(x) =po(2) /golz) 属 于 R(m, n), 
且 对 一 切 的 和 2 值 均 有 9o(z2) 40, L, Wuytack 于 [80] 中 称 这 
样 的 Rw,n《z) = pole) gold) Jy (m, m WAFS). po(a) Al 


gol2) RISER KR BA m 和 w, 

因为 方程 组 (3.2) 的 任何 两 个 有 理 分 式 解 都 是 等 价 的 , 从 
而 它们 当然 有 同一 个 不 可 约 形式 . 所 以 根据 (m, n) 切 触 于 
jz) 的 定义 , 自然 有 

引 理 5 (m, %) 切 触 于 f(z) WAAR REM — F 
在 的 。 

今 举例 说 明 , f(x) BY Cm, n) 切 触 有 理 分 式 

Rm, a(&) = po(@) /go(%) 

并 不 总 是 满足 方程 组 (3.2) 的 . 

Pl 设 zo=0, z=1, »=2, s=1 H 

fP =fP = =fO= 1, 

今 考 虑 问题 : 寻求 pe), qa) C Ai, 使 之 满足 方程 组 (3.2)， 


或 
Pleo) =F +q (20), 


p (x0) =P +7 (20) +P -q (Ho), 
pas) =f qla). 
BR, 由 ple)=q(a)=2, 对 一 切 % 
所 定义 的 ple) 和 g(z) 就 满足 上 述 方程 组 .将 其 约 化 为 
pov) =go(x) =1, 
于 是 (1, 1) 切 触 于 f(%) 的 有 理 分 式 为 
Br, 1(@) 一 Do(2)/qo(z) =1, 
显然 它们 并 不 组 成 上 述 方程 组 的 一 组 解 . 
为 叙述 方便 起 见 ， 按 下 列 方式 定义 一 个 新 的 点 列 yo， 


Yo e: 
Yi = To, 当 4=0, 1, a) So—1, 


. Ys+i = Tj, “4 4=0, I, ores sy—1, 
4-1 ， 
其 中 s= È sa(j>1), 


(A) 
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同 $2 中 定理 5 完全 类 似 地 , 我 们 有 

引 理 6 若 Rn, (T) =po(x)/qo(x) (m, n) W A Ff), 
则 存在 {yo. Yr, ot) Yman) PRIN PR fz, 22, oer, ey} 
0<N<min(m—m', n—n'), 使 

pla) = (@—%4) ++ @~2y) t pole), 
g(a) = (2 一 全 ) (2 一 入 ) *Go(2) 

满足 方程 组 (3.2)， 

引 理 6 的 证 盟 是 和 上 节 和 定理 5 的 证 明 过 程 相 类 似 的 .此 
Ath BABE 

为 了 说 明 引 理 6 的 应 用 ， 我 们 回 到 例 3， 而 取信 =1i 
t=, AW 

Ri,1(2) =po(@) /go(@), pole) =90(#) =I, 
自然 m'=n'=0, min(m—m', n—n')=1. BREMA ple) 
=1 和 go(%) 三 1 不 满足 方程 组 (3.2), 但 是 
p(x) = (@— zro) pole), q (æ) 一 (4 一 0o) gole) 

却 是 方程 组 (3. 纪 的 解 . 

下 面 的 定理 6 指出 了 方程 组 (3-1) 和 方程 组 (3.2) 之 间 的 
RA, 它 是 由 H. E. Salzer 在 文 [66] 中 给 出 的 . 

定理 ee # O(a) #0, 则 方程 组 
网 

pCa) = (F(@)+¢(@)) (a), k=0, 1, 8 一 二 (3-4) 

证 明 ”采用 数学 归纳 法 来 证 明 . 

k=O, AF o(a) 天 0， 所 以 自然 (3.:3) 和 (3. 人 是 互 
相等 价 的 . 

当 名 =1 时 ,于 ww 处 一 阶 切 触 插值 为 
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paye) = F(a), (PE) asa). 


因 g(a) +0, 故 它 们 又 可 表示 为 
pla) = f (æ) "q (a), (3-5) 


PACA _ pCa) g’ (ai) fir, 
q(x) g(a)? f (a). 


以 C8-5) 的 第 一 式 代 入 第 二 式 , 两 边 再 乘 以 q(%)， 可 知 (3.5) 
式 等 价 于 
plai) =f (e) eq le), 
p (ai) = (F(E) g E) e-en 
它 说 明 此 时 (3.8) 和 6.4) 是 互相 等 价 的 . 
同样 , 当 %=2 时 , 2 阶 切 触 插值 
(PP)/ 98)) sm 5f (2), (DL) /GT) enn =S (2), 
(p(w) /ICT)) so =F" (%i) 
也 可 以 通过 类 似 的 办 法 化 为 
pla) =(f@)q(@)) ss (am) = (fv) gla) ) ben, 
2 (as) = (F(x) eg (8) enn, 
今 假定 对 0 阶 , I 阶 , 一 直到 7 一 1 阶 切 触 插值 , 定理 均 成 
X. PÆ ga) 40 假定 下 , 有 
(PP) /9 2) Sf @), m=0, 1, =, +—1 (3-6) 
等 价 于 
PB) = (Fe) q(@) 8%, m=0, 1, ,7—1 (3-7) 
的 事实 成 立 , 再 证 当 g(a) £0 时 ， 
(pla) /q(@)) 22, =F" (a), m=0, 1, ,rm (8-8) 


一 


p™ (a) = (fle) 980) sm, m=—0, 1, ,7 (8-9) 
相互 等 价 . 
先 设 (3.9) 成 立 .. 考察 其 中 m=r 的 项 
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DO (ai) = (F (@) rg (@)) sn. (3-10) 
把 (8.10) 中 等 号 左边 的 项 化 为 


e) = [Dg (|, 


然后 分 别 对 它 和 和 (3:10) 的 右 端 应 用 求 乘 积 高 阶 导 数 的 
Leibnitz 公式 ,可 得 


a Eo J a BONER 


- 3(" Jr). P, (8-11) 


m=0 


因为 人 8.6) 和 (3.7) 等 价 , 所 以 当 m=0, 1, +, 7 一 时 , (8-11) 
两 端 各 项 完全 相同 , 因而 相互 抵消 ， 从 而 应 有 


[ER =F. 


它 和 (3.6) 一 起 说 明 (3.8) 式 成 立 . 
反之 , 设 (3.8) 式 成 立 ， 按 Leibnitz 公式 和 (8-8) 成 立 的 
假设 , 有 
» sf Np Nm em 
2 (a) = re g(x) | -3("\(2Q)° a (a) 


-5 (" jo (89190 =(F@) (2) Ra 


从 而 (3.9) 式 成 立 . 定理 证 完 . 
定理 6 的 作用 在 于 把 非 线性 插值 问题 (3. 3) 转化 为 一 个 
等 价 的 线性 问题 的 求解 问题 . 从 而 使 问题 得 以 大 大 地 简化 . 
定理 了 为 使 满足 (3. 力 的 有 理 分 式 函数 R(x) € Rm, n) 
存在 ， 必 须 且 只 须 (m, n) 切 触 于 f(z) WAIRERE 
(3-2), 
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证 明 it R(x) =p) /q(x) FE (8-1) 的 一 个 解 , 则 g(a) 
+0 (6 一 0, 1，…, j+1). 由 定理 6 可 知 (3.3) 也 成 立 . & 
R(x) ER(m, n), W) p(o)/qi@) 是 不 可 约 的 。 HS] 5, 
Ra n2) 是 唯一 存在 的 , 从 而 必 有 

Rm nT) =P(2)/9(%). 
所 以 (m, n) 切 触 有 理 分 式 满足 (3-2), 

RZ, 假定 Rm, nC) = pole) /qo(e) ÆT E) 的 (m,n) 切 
触 有 理 分 式 函 数 ， 则 由 po(%)/gol%) 的 不 可 约 性 可 知 go (a) 
+0 0 一 0 1, ++, j 十 1)， 若 Rm,n(z) 满足 (3.2), 则 由 定理 6 
可 知 pole) /go(w) 是 (3.1) 的 解 ,此 即 存在 R(2) CR(m, n) 满 
EGIA. EM TEZ. 

从 以 上 定理 7 的 证 明 中 不 难 发 现 ， 有 BC(m, n) 中 每 个 满足 
(3-1) 的 有 理 分 式 RE) 必然 等 于 f(z) 的 (om, n) 切 触 有 理 
分 式 Rm, (0). 于 是 由 引 理 5 MEAT 可 知 有 

定理 8 若 切 触 有 理 搬 值 问题 (8-1) 于 RCm, n) 中 有 一 
解 ， 则 此 解 必 唯 一 且 等 于 f(z) 的 (m,n) 切 能 有 理 分 式 
Rm nf), 

AP Be RE Al FB EPR fi A SS — LO EL 
体 的 切 触 连 分 式 . 

对 于 不 同 的 和 和 ?% f(%) 的 m, n) 切 触 有 理 分 式 可 列表 
如 下 : 

RIL fw) H Cn, n 切 触 有 理 分 式 表 
RoC), Ror), Row), Ros(a), = 


Riala), Riala), Riala), Rista), 
Roo(x), Raala), Raala), Boala), -… 


Oe eee ee ee ei os 


假定 表 3-1 中 的 每 一 个 元 素 是 相应 的 切 触 有 理 插值 问题 (8:1) 
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ai! 


的 解 . 
今 考虑 下 列 形 式 的 连 分 式 
Co+Cs(a—Yyo) ++ Orl — yo) (8 — Yr-1) 
q Guss(@— Yo): (@— Yn) Cura @—VYer1) 
1 + 1 
+ Cosa Yura) pos, (3-12) 
其 中 各 yG h ARANE RT, 是 位 于 者 8.1 的 一 
个 梯子 上 的 元 素 的 集合 , 即 
P= {Bx, ot), Ruvt,o(@), Biz) Resale), 小， 
k>0, (3-18) 
为 了 给 出 一 种 确定 (3-12) 中 系数 C50) 的 方法 ,下面 
先 给 出 表 3.1 中 某 些 元 素 之 间 的 关系 ， 
3387 设 
U(x) = (@— Yo) (4—Y1) VYmntn)s 
Bra, n(%) =p (2) /qs(@), Rmiunto(®) = po() /go(a), 
HF u, vz 之 0， 则 存在 一 个 次 数 <max(u—1, v—1) 的 多 项 
式 w(x), 使 得 
ple) galw) — p(w) gt) =v) rww), (8-14) 
证 明 设 7 和 二 满足 
mtn 一 高 st 1<tesr, 


HEE Rn ala) 和 Rmin nla) 是 (3-1) 的 解 , 于 是 由 定理 5 
可 知 pie) /gs(@) 和 pe(%)/9s(z) 是 (3.2) 的 解 ， 由 关系 式 
Pila) *92(@) — pal) +92 (x) 
= [pi(w) —f (©) +g: (2)] gel) 
一 [pa(o) —f(@) ga(z)] g0) 
立即 推 得 
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[pi(%) *g2(@) —po(w) tga (e) Ja =0, 
k=0, 1, =, 4—1; #=0, 1, =, j, 
[ pa (@) *ga(w) — pal) +91 (£) ] 2z =0, 
k=0, 1, =, t—1. 
因此 存在 一 多 项 式 we), 使 得 
PCE) * gale) — pele) +G4(@) =v (2) +(e), 
因为 Ce) -ge (%) 一 ps (a) qg @) 的 次 数 最 多 为 mtn 
-+max(u, v), 从 而 w(w) 的 次 数 不 超过 max(u—1, v—1), 
引 理 证 完 . 
定理 9 ST. 中 的 元 素 是 互 异 的 , 则 存在 形 如 (8.12) 的 
BAN, HOn.A0GSL), MENKEN AE Te 中 的 元 
证 明 设 
Risna lE) = Prt) /is(@), t=], j+1; j=0, 1, 2, =, 
我 们 构造 一 个 如 下 的 连 分 式 
Bota Be Be tens, (3-15) 
使 其 第 % 浙 近 分 式 等 于 ps(%) /gn(e) (M0), RERE Bo 和 
a, BG>0) 必须 满足 关系 式 
Bo= (po, For fi+e1=p1, B= gy, 
Br* Pu—1t An * Dns = Prs 
Bat Qn—1 F an" na = Yn, 
EE Bo=po, Bi=1, =p t. 
由 这 些 方程 以 及 2o p 的 定义 可 推出 必 存 在 二 组 系数 Cu 
Cy, 2+, Orii, 使 得 
Bo= Cot C1 (a— Yo) + + Og (@— yo) (2 — i), 
Or = Or1 (8— Yo) (@— yx), 


3-16 
n>2, € ) 
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Sh 


因为 Ry, oe) # Rri, 00), 可 得 pr(%) pole). MT Cer, 
由 (3:16) 和 引 理 7, 存在 非 零 常数 @, 和 bn 使 得 
Oy =ar (E —Yrtn-1)s Ba=bn, n2, 
采用 连 分 式 的 等 价 变换 , 连 分 式 (8-15) 可 以 变 为 (8.12) 型 的 
连 分 式 , 且 
C1149, >l. 

定理 9 证 完 . 

T. 中 的 元 素 (86>>0) 组 成 表 3.1 的 一 个 下 三 角 部 分 ， 当 
然 , 如 果 我 们 取 

T,= {Re 0), Ro y+1 ®), Bs, p42), Ra e10), Bo, x+o(2), e}, 

则 和 定理 9 完全 平行 的 定理 也 是 成 立 的 ， 这 时 ,多 恰好 为 表 
3.1 的 一 个 上 三 角 部 分 ， 有 关 的 一 些 细节 问题 ， 此 处 不 拟 详 
述 了 . 


$4 有 理 函 数 插值 算法 


在 前 面 三 节 中 ， 我 们 已 经 讨论 了 借助 于 有 理 分 式 函 数 作 
播 值 * 包 括 切 触 型 插值 ) 时 的 存在 唯一 性 定理 . 

因为 有 理 函 数 择 值 一 般 将 导致 非 线性 方程 组 的 求解 问 
题 ， 所 以 我 们 还 讨论 了 在 一 定 条 件 下 把 这 些 非 线性 问题 约 化 
为 线性 问题 的 等 价 转 换 . 

本 节 中 ， 给 出 了 具体 计算 有 理 函数 插值 的 算法 ， 包 括 
Stoer 算法 ，Thiele 倒 差 商 算法 ，Salzer 算法 和 Wuytack 算 

由 于 篇 幅 所 上限， 不 可 能 很 详细 地 来 介绍 这 些 算法 ， 有 内 
趣 的 读者 ， 可 以 参照 有 关 部 分 引用 的 文献 去 作 进 一 步 的 了 
if. 
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41 Stoer 算法 
J. Stoer 在 [72] 中 给 出 了 一 种 计算 有 理 函 数 揪 值 的 算法 . 
此 处 我 们 只 是 不 加 证 明 地 引用 这 种 算法 ， 为 此 需 稍 许 改 变 前 
面 的 若干 记号 ， 假定 有 理 通 数 捅 值 问 题 有 解 存在 .定义 
R (£) = Nasla) _ Gin + tony (4-1) 


D: (@) (R ie aiaia i 


为 满足 插值 条 件 
Riv (2k) =f (&x), k=s, s+1, coe, SULT (4-2) 
HARRA, 并 定义 


d,=2— Ts, 、 (4-3) 
Stoer BASIN, 
Ni,0(a) =f (a,) Dgo (£) =1, (4-4) 


Ninv (æ) = 4505-1, N iiv @) — atv, NE 1 (2), (4-8) 

Dav (€) = debir, Diir @) — dot urvbi i NET), 

Niv (@) =de vN i (8) — dsrutrtme-iN an, ¢ (4-6) 

Ds,, (2) = datn v1 ae (2) — dst vO Diss (a) J 

如 果 我 们 要 求 的 仅 是 Bo, n(w) E o=o 处 的 值 , 则 可 以 修 

- 改 上 述 计算 ,而 给 出 下 列 递 推 公式 (其 中 d,=a—2,); 

Pi,o(a) =f (2), (4-7) 
AR o CO) ~ dos uBRa .02) 


Be) = ee (4-8) 
Ri.» (a) es, (4-9) 
， 本 1 (a): »—1 (a) 
Bi,.(@) = Rim, »(a@) 
+ ds LR. » (a) 一 a 1, (a) ]° [Ry 一 1， » (a) — — RS. vol CO 
ds [Ri » (a) 一 Ris- (a)] 
~ Os4 ney [Rt »(@)— Rit, voi (a)] 
(4-10) 


Ri, r (a) 一 Ri, vel (a) 
GL BSH 1 (a) — Ri v1 (0) ] [R v1 (0) — Rariv-1(0)] 
t { PO 23) ` : 
— Us+uty 2 1 = aed a 
° (4-14) 


PHAR (4-4), (4-5), 46 是 多 项 式 插值 算法 中 
Noville 迭代 的 一 个 相 类 似 的 结果 . 
以 下 用 例子 来 说 明 这 些 公 式 的 具体 用 法 , 在 表 4'1 中 ,我 
们 给 出 了 计算 有 理 函 数 
Raia (a) = R}: (2) 
的 一 种 格式 。 该 有 理 函 数 满足 插值 条 件 
Ri. (D) =1, 
R?.(2) =—1, 
Ri (8) = 2, 
R} (4) =2, 
Rio 4 DRE, 表 的 下 一 列 Ri 是 利用 (4:5) 式 
来 计算 的 ;再 下 一 列 Ri 是 利用 4-6) 式 由 Bi 得 到 的 ， 而 
Bie HAA (4-6) 式 由 Bis 得 到 的 ， 
不 难看 出 , 递 推 公式 (4.6) 是 用 来 把 下 标 几 增加 1, 而 递 
推 公式 (4-6) 则 是 用 来 把 下 标 v 增加 1， 表 4-2 给 出 了 计算 
R92(%) 的 另 一 种 格式 . 
作为 一 个 例子 , 我们 计算 了 对 数 函数 值 In (0.54) 的 有 理 
逼近 值 B,:(0.54)， 其 中 使 用 的 数据 为 
æ1=0.5, Inwi=—0.693147;, 
za 一 0.6， Inwe= —0.510826, 
t3=0.4, Inga=— 0.916291; 
t4=0.7, lng,= 一 0.356675; 
vs=0.8, ln zs=— 0.223144, 
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计算 Ro,o(0.54) 的 数值 结果 在 表 4-8 中 给 出 . 我 们 得 到 
BIE LUE 
Re (0.54) = —0.616185 
比 多 项 式 插值 所 能 得 到 的 近似 值 
Ra,0(0.54) = — 0.616143 
更 接近 真 值 ln 0.54= —0.616186, 
4-2 Thiele 倒 差 商 算法 
为 了 领会 好 工 . N. Thiele 倒 差 分 算法 ， 让 我 们 先 看 看 多 
项 式 插值 的 Newton 差 商 算法 . 根据 通常 多 项 式 插值 的 熟知 
理论 , 对 于 任意 给 定 的 插值 节点 
Bo Lt Ltt Tt 
MERE yo, Vi r, Yn 如 何 给 定 , SAFE EME — n REAR 
Po) = See (4-12) 
其 中 o(a) = @—a) (e—a) (a—2,), 满足 播 值 条 件 
Pies) =y j=0, Leo, n, (4-18) 
由 (4-12) HEREZH P,a) Fh Lagrange Hfi 
多 项 式 ， 这 种 表达 形式 对 于 用 播 值 多 项 式 进 行 理论 分 析 来 说 
是 较 方 便 的 . 然而 , 当 再 增加 节点 , 那 怕 是 再 增加 一 个 节点 时 ， 
Lagrange 插值 多 项 式 Pa) RKT) 就 得 完全 重新 计算 . 
因此 它 对 于 造 表 或 其 它 要 随时 增添 节点 的 问题 来 说 ， 就 不 其 
适宜 了 ， 多 项 式 插值 的 Newton 差 商 算法 ， 恰 好 从 这 个 角度 
弥补 了 这 个 不 足 . . 
Nowton 差 商 算法 ,实际 上 就 是 一 种 待定 系数 的 方法 ， 设 
P,(%) 一 ao 二 di 人 (一 0o) +@9(@—29) (@—ay) + 
十 oo 一 20) (2 一 2) (一 oo 


划 其 中 系数 co m1,…, an 可 由 插值 条 件 (4-13) 所 逐一 确定 
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AGE Y=f (a), 9 一 0， 1, very n) 
ao = Y5 =f (ao), 
a= LG) zE =f (zo, zı), 
ag -fo 2a) —f (wo, ws). Za) ZÍ (Ho, z) = f (£o, Ti, Ta), (4-14) 


Ta — Ti 


esoosenaeeteeor etreper ns oes ne ea ee 


a, = Lo tt, Via, z) 一 —f (zo, ttt, Tj-2s Zj) 
人 一 多 
j j—1 


=f (£o, tt, Wj-1, w), 


AITEITE eee eee eee eee eee ee eee eee ee eee eee ee cers) 


— f (o, "tt, Uno, Ln) — f (£a, ses, Lio, En-a) 
n e 
Tn —Ln—1 


=f (Go, °°; En~i, Bn). 
于 是 又 得 到 一 个 满足 插值 条 件 (4.18) 的 插值 多 项 式 
N, (E) =f (v0) +f (vo, 1) 一 00) 
+f (ao, £1, £a) (2 一 2o) (@—a) +e 
+f to, ti, +t, Bn) (@— ao) (@—44) (一 or) 
(4-15) 
这 就 是 多 项 式 插值 理论 中 的 Newton 差 商 型 公式 .而 其 中 各 
系数 
f (0), F (to, t), f (#0, 21, £a), ++, F (ao, tr, "7+, Wn) 
分 别称 为 yf (%) 的 0 Br, 1 Bt, 2 阶 ,…, n 阶 差 商 . 
有 关 差 商 的 各 种 有 用 性 质 此 处 就 不 列举 了 . 
连 分 式 插值 的 Thiele 方法 ,也 是 一 种 待定 系数 法 。 它 是 
为 解决 插值 问题 (1.8)、(1.4) 而 设计 的 . 


连 分 式 的 原始 形式 为 
R(x) 一 Co 十 Pa + TA F mea, (4-16) 
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AH 14), 可 逐一 求 出 上 述 连 分 式 的 各 个 系数 . 
a = polo] =f (z0), 
Gx — pulto, Ti, +t, 1] 
一 QU Ty 
Px-a(Go, Ti, °°, Lea; Tx] — Pr-ilTo, Ti, +, ya, Ter] , 
k=1, 2, =, m+n, (4-17) 
当然 , 不 能 不 加 分 析 地 认为 (4:16) 和 (4-17) 已 经 解决 了 
有 理 插值 问题 


R(a;) =f (a), j= 9, 1, “e, HTN, (4-18) 
事实 上 , 当 取 型 值 点 为 
(0, 1), G, 1), (2, 3/5), (8, 2/5), (4, 5/17), (5, 8/18) 
| _ att 
时 , 有 理 函 数 Ria) =- 


满足 插值 条 件 (4.18)， 可 是 ,如果 按照 格式 (4.17) 来 计算 连 
分 式 插值 时 , 该 算法 实际 上 是 行 不 通 的 ， 因 为 显然 有 
l0, 1] 一 cc. 

产生 这 种 现象 的 原因 是 相 邻 两 节点 上 的 纵 坐 标 相 等 ， 所 以 只 
须 适当 调整 节点 的 位 置 , 就 可 能 使 算法 (4.17) 得 以 实现 . 

T. N. Thiele 给 出 了 一 种 便 差 商 格式 ， 用 它们 可 以 得 到 
递 推 计算 公式 . 所 谓 f(z%) 的 工 阶 , 2 阶 ,3 阶 ,… 倒 差 商 , 用 是 

T— To 


p1(@, zo) =F —F @o) Foy 


Bu Ly 
T, Lo, T1) = — -E7 ; 
pa( > “0; 4) pila, £o) — pr (£0, 24) FC o) 
T— Le 
palm, To, z3) — palto, Tis £a) 
+ p1(40, a1), 


oooeoeoeotee er oo】 


ps (%, To, V1, ae) = 


为 了 得 到 统一 的 递 推 公式 , RNS 
p_i 一 0，po(z) =f(%), (4-19 
SF n=1, 2, "ts 有 如 下 的 递 推 关 系 式 


ps (a, To, °**» Da1) 


= L— Uni 
7 Pai (&, To, °**, Sn—2) — Pn-1 (20, tty Dnt 
| +t Pn—a(o, Ti, ***, Daa). (4-207 
容易 看 出 
T — To 
Jo = f(s) + mtu, Ba) 
一 T— To U— Ay 
FO) + ee, a) ee #4) 21) + palT, So, %1) —f (ro) 
t— Vy 
SSe +e, a pı (To, a a + po(%o, Z1, Za) — f (20) 


i Te aoe 4, 21 E 
+ pa(@, o, Z1, Ca) — P1 (£0, 81) . (20 


它 可 以 任意 延伸 下 去 ， 著 取 它 的 各 渐 近 分 式 ， 即 可 得 到 一 批 
SREB BE ph ae. 例如 , 若 取 (4.21) 的 第 m+n 渐 近 分 式 
Bn, n(Z) 
- om au o 
nfo) P1 (2o, 4) 十 palto, %1, Va) 一 eu 
UV— Le 
+ 03(Xo, Ti, Va, z3) — p1 (£0, £4) 十 全 
B— mint 


十 Omin Zo, T1, e, Eman) —Pmin—2(Lo, Li, "tty Wo oa)” 
(4-22) 
则 Bm, n(@) 必然 满足 加 
六 (oh) =f (#3), j=0, 1, m+n, 


DEJ, H (4- 22) HO Sp THECA. '16) 中 取 


Ao =F (to), 
Qi 二 pi (ao, £4) , 


aa = folto, Tı, te) —f (Ho), 


本 L (4-28) 
的 一 让 (Co a, +++, €j)— pj- Cto; Ti, °°, Dj-a); | 
nin = Pmin (La; Ty, °° Tmin) | 
— pm:n_9 (To, Ti t’ Lmtn-2), 


4-3 Salzer 算法 

H. E. Salzer Æ X [66] 中 给 出 了 用 连 分 式 来 计算 切 触 有 
理 插 值 的 一 种 算法 .本 节 将 介绍 H. E. Salzer 的 这 种 算法 . 

设 以 连 分 式 


_ | ay U— Wy eT 1 
N(a)/D(e) 41,0 十 ags Het arna 
@— i E— te 2ta 


+ aso 十 Gey TUE lopi 


E — Lo C— Tai L— En 
+ A300 十 … 十- Qa 0 + Ont +e 
oo ee (4-24) 
+ Qa rai 


KEARN 
[DR] PE), m=0, 1, m, nh i=l, Born, 
(4-25) 
连 分 式 (4.24) 有 一 个 十 分 重要 的 性 质 ， 就 是 其 中 每 一 个 待定 
常数 om 都 可 以 由 (425) 一 个 个 地 算出 来 ， 并 且 它 只 和 前 
面 的 各 个 系数 x 有 关 ， 而 与 后 面 的 每 一 个 ait 都 是 完全 无 
关 的 . 
这 种 连 分 式 切 触 插值 问题 (4.24)、(4.25) 可 以 看 作 是 
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Thiele 所 考虑 的 连 分 式 插值 在 切 触 捅 值 情况 下 的 推广 . 

为 了 应 用 前 而 提 到 的 性 质 , 先 考察 内 一 工人 一 工 2, ++, ny 
的 情况 .根据 连 分 式 各 渐 近 分 式 之 间 的 递 推 关系 和 插值 条 件 ， 
可 知 . 


7 一 os) = Qi, 0 Pi-1 (ay) + (a, 一 y+) 4-2 (æ) i 
f ò UE Grogi- (a) + (i — 4-1) Ji- (He) ? (4-26) 


其 中 ple), a) 分 别 表示 相应 连 分 式 的 第 和 渐 近 分 式 的 分 
子 , 分 母 ， 为 统一 起 见 , 把 a 作为 第 0 渐 近 分 式 ， l 
相同 的 思想 也 可 以 用 来 逐步 确定 系数 G, 0, Gri -人 

G@=1,-+, n). BEAR AW 24,0, Cat °"*; 6-171 我 们 已 
经 求 出 (4.24) 中 的 渐 近 分 式 

Ds—1(&) Ps-2 (2) 

qsa) qoal)? 
Soy s—1- 3), W 


R (2%) =a 422% T— hy 化 一 好 
其 中 已 2) 一 ao Gay t+ ae te} Gorn 


t— Üi 化 一 公开 化 一 2 
十 Guno 十 Gd TOUT Omri 
上 式 表明 ， 当 着 用 于 z=zwi Abr Pe R E 
Tros t1, Garea BY, RC) ZERU HA EE 
以 后 各 项 的 和 可 以 忽略 不 管 . 记 Ric) 的 这 个 截断 有 理 分 式 为 
Bi (2) =S8(2) /T(z). 
由 定理 8 可知 Sw) M Tw) 满足 
LO(S) pea (a) + (~— 24-1) T(x) p28) J, 
= [F (E) (81 (x) gs- (0 + (Eri) T (2) ga (2) F122, 


m=0, 1, «+, 六 一 工 (4-29) 


(4-28): 
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AF YI HT os MK E Si) 和 Tiko) 来 求 系数 mo o> 
Qi, reed, 
最 后 , 连 分 式 4-24) MME pew), g), Perr), 
e+1(%), … 可 以 按 下 述 递 推 关 系 来 求 出 ; 
Part (s) =a, tPs+t—1 (x) 
[E eanna, 当 t=0, 
(@— t) Dsit-2(%), 当 t=1, e, 4-1, 
Qsrt CE) = Oy, 1941-1 (2) 
人 ee 4 t=0, 
(a— t) qert-o(a), H t=1, ++, r1, 4 
把 ; BON IHLE S 换 为 s+ 再 接着 往 下 计算 …… 
当 rn 的 值 较 小 时 (比如 m4 二 2, 3 等 等 时 )， 这 个 算法 还 是 
很 方便 的 . 
在 表 4-4 中 ,我们 给 出 了 当 ”= 二 2, 3, 4, 5, 6 时 , Sle) 
AT (a) 的 表达 式 .， 其 中 将 把 am 简 记 之 为 om, 
按 [56] 中 所 介绍 的 Euler-Minding 公式 , Si(w) 和 Tc) 
还 有 一 般 的 明显 表达 式 ; 


Oy rend 
So) = ty apa (1+ $ oo) /orn 


(4-80) 


0, 74-3 
+ pap (© — 4)? /yj 4101 On 9 
Orit 
+ > 之 之 (a ~a)? /G0p+1Gk4201190143 FO 小 
(4-31). 
i r;—2 
Dt) = tarani (LS) oa) /er 
p> (2— 04)? /0j05 410 1Gnset 小 


RAA S,@Q)/T@, 1-106 


nm | Si (DD) | 7.(%) 


2 amt (4-2) ay 
3 Ay, Ag+ (42 4-A9) (2—2;) gt; + (T — T) 


azazG; 494 a> -aao + ALG, ， 
4 j N at Cos on 1%) : asamt (Gy + ay) (41-5) 
(E-a) + wa)? 


Asda i- (ayay 十 G4G300 
(40i + (0403+ aya; +2224) 


a %) Haa) 


Fad.ant oa0) (4 — z) 


十 《ca 于 2+ a) (a —2,)? 


Aglaya lgt (AgAgAg0g + AUA 


+ Alad oH Ayoo asa,azag01 + (a5 54473 人 
6 . TaamarG ) (2—2;) + lasa tarma H ay0sd) (8—1) 
-F aala- Asdo + Egli A309 + (a5-+ag+az) any 


taa) (wz) + wr)’ 


44 Wuytack 算法 

L. Wuytack 1975 年 在 文 [80] 中 ， 给 出 了 构造 $3 中 表 
3.1 对 角 线 下 半 部 分 元 素 的 一 种 计算 方法 。 这 种 方法 是 利用 
THAT, 和 Zrrz 之 间 的 某 种 关系 而 得 到 的 。 自然 ， 也 可 以 
给 出 完全 类 似 的 构造 表 3.1 对 角 线 上 半 部 分 元 素 的 方法 . 下 
面 来 介绍 Wuytack 算法 . 

BP RR EA} Se (b> 0) 

Gu (@) =Cot+Cy(a—Yo) +e + Oye (a— Yo) > Lp- — Yk) 


kti, 


p Cust" (@—Yo)(a—ye) gëtt. (a — aya) 
1 1 


gtt (£ —Yr+2) ggtte (£ — Yr+3) 


— 1 一 1 tee 
(4-32) 
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如 果 由 3-13) 给 出 的 Ts= {Re o@), Resso(@), Rvss1(@), 
Risale), o 中 的 各 元 素 是 彼此 互 异 的 ， 则 由 $8 定理 8, 
gr (72) 的 各 个 系数 可 以 这 样 来 确定 : 使 w(z) 的 第 m” 渐 近 分 式 
Gna) 等 于 Ty 中 的 第 mn 个 元 素 . 

- D. Bernoulli (参阅 (2]) 曾经 提出 并 解决 了 这 样 一 个 问 
E: 求 一 个 连 分 式 , 使 其 渐 近 分 式 具 有 预先 给 定 的 值 瓦 o Ki, 
Ke, …。， 其 实 下 述 连 分 式 就 满足 所 述 的 条 件 : 

Kot Ki—Ko Kı—K, (Ki~Ko) (Ks— EF;,) ee 


1 +K,—-Kot+ K- K, 
{Kna — K,-3) (Ky 1— K) 29) 
+ K, -K.a Hen (4:33) 


车 一 个 连 分 式 的 渐 近 分 式 的 菜子 序列 为 Ko, Ki, IW 
说 连 分 式 (4.83) 为 由 前 一 连 分 式 紧缩 而 得 . 
因此 可 以 找到 连 分 式 (4.32) 的 一 个 紧缩 连 分 式 及 (z), 使 
其 第 n 渐 近 分 式 hi,。(z) 满足 
Ai, nt) =r, CE), H n0, 
F, 从 ge) 出 发 也 有 连 分 式 irl), EEE n MAA 
figs, n (0) 满足 
hrir nE) = Jri mT), 4 n>0, 
显然 , MG) 和 xsa(z) 的 渐 近 分 式 表示 相同 的 有 理 函 数 , 即 
Re, 08), Rx»,1(%), Ryise(@), =, 24 k>0, 
利用 如 4z) 和 hr+1(w) 相应 系数 相同 的 关系 , 经 标准 化 后 可 得 
RAR: 


1i c 1 
qi= r CA e=- ti tgi, kael, 
r dia pp, ET ao Ba rena 
UL | ‘Lt 
i>2, (4-34) 


标准 化 常数 必 则 注 足 下 列 关系 (>I): 
Bl, 1 ye ge], 
. k 


dedi taret] -diaran [tt EL], 
e i= Yri -2— Yria- V2, (4-35) 
表 3.1 的 第 一 列 元 素 Re o2) (4 之 0) LUMA UR GWE 
W). 这 说明 系数 0。, 01, 0s, … 可 以 利用 带 汇集 变量 的 差 商 
来 计算 (例如 可 参考 [67])、 下 面 的 表 4.5 给 出 了 Wuytack 
算法 所 涉及 的 系数 表 ; 


4-5 Wuytack HARER 


1 1 
dt qi 

e 
d g d h 

e e 


d a BG g dy å 


% 
Re 


为 方便 计 , EM = OChS0), RR, (4-34) KPH F ef 
公式 就 可 用 于 4= 工 的 情况 了 .上 述 玫 4.5 中 的 第 一 列 和 第 
二 列 可 用 (4. 8 多 和 (4.35) 的 上 面 一 行 的 公式 来 计算 .其 它 各 
列 的 值 则 需 用 (4.34) 和 (4.35) 的 其 它 公 式 . 

例 设 

vo=0, ti1=1, s0= 81=2, 
f=1, fP AFM 2, fO=3 

利用 带 汇 集 变量 的 差 商 运算 可 得 

f Co=1, O01=2, Co=—1, C3=3. 
-这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 形成 切 触 连 分 式 (4.32), 它 的 渐 近 分 式 
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FEF (2) 的 (om, D 切 触 有 理 分 式 ， 

Fo,o(a) =1, 

R, o(@) =1422, Basle) = S48 
Ra ol) =1+2r—2?, 


g 一 


第 2 章 
AH de6wuee 逼近 


我 们 知道 , 函数 在 Jetannea 意义 下 的 和 逼近 问题 是 与 电子 
计算 机 的 记忆 部 分 中 利用 最 经 济 的 方法 近似 地 表示 函数 的 问 
题 密切 相关 的 ， 因 为 在 许多 情况 下 ，de6snnes 逼近 恰好 是 最 

特别 是 随 着 电子 计算 机 的 飞速 发 展 ， 使 在 求解 Teónmner 
逼近 时 非常 困难 的 一 些 计 算 已 有 实现 的 可 能 . 正 因为 如 此 ， 
最 近 十 多 年 来 关于 有 理 Je6pmreB 逼近 的 理论 与 数值 方法 的 
研究 工作 逐渐 增多 起 来 , 并 已 有 相当 数量 的 论文 出 现 . 

在 目前 有 理 de6sures 逼近 已 有 相当 发 展 的 时 期 ， 作 为 
有 理 薄 近 的 一 个 重要 内 容 ， 本 书 理应 对 此 作 一 恤 简 要 的 介 
绍 


“Fie 


本 章 $ 1, 介绍 通常 形式 的 有 理 分 式 的 Yeme IE 
$. 主要 讨论 了 最 佳 吏 近 有 理 分 式 的 存在 性 , 特征 性 质 和 唯 
一 性 问题 . 为 使 我 们 的 讨论 能 够 适用 于 更 广 的 范围 , 我 们 在 
§ 2 中 就 广义 有 理 分 式 的 Yenme 逼近 问题 进行 了 讨论 ， 值 
得 一 提 的 是 ，Boehm 在 研究 广义 有 理 Te6smes 逼近 的 存在 
性 问题 中 所 引入 的 所 谓 “ 非 零 稠 密 ” 的 概念 是 一 个 十 分 重要 的 
概念 , 看 来 它 是 保证 最 佳 有 理 gebzmmea 逼近 存在 的 关键 . 本 - 
章 $ 3 中 , 就 有 具有 约束 条 件 的 通常 有 理 分 式 的 eismes H 
论 进 行 了 讨论 ， 在 最 后 的 $4 中， 我 们 还 介绍 了 几 种 有 理 
Yednmes 逼近 数值 计算 的 方法 ， 以 供 从 事实 际 工作 的 读者 们 . 
参考 . 
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§1 有 理 Uebsmmes 通 近 ” 


在 讨论 有 理 VeOumen 逼近 问题 之 前 , 我 们 先 引 进 一 些 必 
要 的 预备 知识 . 
wf) 是 [a, 6] 上 定义 的 实 值 连续 函数 ， F(A, a) 是 
f@) 的 近似 函数 , 其 中 
由 一 (qd，qa，…，Gr) 
是 nn 个 参数 组 成 的 % 维 欧 开 空间 的 点 , 点 4 ARGH n ER 
REN E 的 一 部 分 或 一 个 子 空间 了 ER P= E, 
定义 1 近似 函数 PA, r), PCH, 说 是 对 模 1.; 满足 
条 件 E, 如 果 对 给 定 的 M <o, fE N <c, fh 
|F, DN<M (1-1) 
可 推出 
, maxal <N. (1-2) 
定义 2 一 个 近似 函数 五 (4, w) 说 是 有 一 阶 可 解 性 的 ， 
如 果 对 [a, 6] 中 m 个 不 同 点 翌 <za<…<zn fln $e RX 
U1, Yo, °°, Yn, 恒 存 在 ACP, 使 得 
F(A, t) =y, £1, 2, ++, 0, (1-3) 
定义 3 EMER FA, 2) 说 是 在 [c, d] ANA HE 
RZ, 如 果 Ay, AEP, H Ais Ach}, FCA, 2) —F CAs, 2) 
Fla, DARSA n- ARA. 


4 F(A, 2) =Ñ apa), MRERRN, EX BLES 
UF, 但 并 不 完全 等 价 于 基 函 数组 P1(@), wry Pala) 是 一 个 
emes 函数 组 ， 其 不 等 价 的 理由 是 因为 不 一 定 有 P-E. 

”可 参见 参考 文献 1], [63]. 
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例如 {1, 27} 于 [一 1, 1] 上 不 是 一 个 Te6mmes MHA, Wir 

近似 函数 : 

F(A, £) =a-+ Boe’, 

=P K =0 + e.. el 
={(a, 8)1a=0, #1, +2, … IB < 


F[-1, 1] LAW 2 阶 性 质 
定义 & WR FCA, e) WE: 
(i) 它 有 mm 阶 可 解 性 ， 
(Gi) KA n BER Z, 
则 称 FCA, @) 是 有 唯 -- 可 解 性 的 ， 
O RAHE PCA, w) 具有 性 质 时 , 方程 组 (1.3) 将 有 
唯一 解 , 此 即 意味 着 单一 可 解 性 . 
今 考虑 有 理 型 逼近 函数 


_ Go tayo +G,0" 
R(A, æ) Bot byte bya 
其 中 bo tbyat---+bya"40, O<e<l, 


“为 使 表达 式 形 式 唯一 ,我 们 假定 有 理 分 式 RCA, e) 是 最 
简 有 理 分 式 , WHAT AREA TAM, 并 假定 


P= (ao, a1, =; an By, Bs, =, bm) | SOPH, 
t= 
bot bets tbat" A0, eE [0, nif. (1-5) 


对 于 给 定 的 于 [0, 1) ESE RR SOE), ELADA 
IE RCA, w) 与 Fe) 的 偏差 为 
H4~ max | f(z)—R(A, «)| 
=|f@)—R(A, 2) I". (1-6) 


”在 本 章 中 , 我 们 自始至终 所 用 的 都 是 这 种 ge6zrmea C 模 , 而 不 特别 声明 . 


(1-4): 
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而 最 佳 有 理 分 式 逼 近 (We6smrep 逼近 ) 问题 , 力 是 寻求 AEP, 
使 得 
Ha =f (2) —R(do, 2) | =inf] f(2)—R(A, 2). 
a (1-7) 
MERERI RC Ao, z) 称 为 f(z) 的 最 佳 Te6mmmes M UE 
有 理 分 式 , 简称 最 佳 逼近 有 理 分 式 . 
- 对 于 给 定 的 函数 SO) 来 说 ， 主 要 需要 解决 三 个 大 问题 : 
最 佳 逼 近 有 理 分 式 的 存在 性 .唯一 性 和 特征 的 问题 . 
本 节 将 主要 讨论 最 佳 逼 近 有 理 分 式 的 存在 性 问题 . 
引 理 1 按 (1.4) 式 定义 的 有 理 分 式 BR(4, x) 满足 条 件 
E, 


证 明 因为 
| el a ig 
RCA, x)| > > Saw' |, 
yp m+1 1 
max | 
所 以 只 要 
max | B(A, al <M, (1-8) 
就 有 


(m+1) MS (m+1) max! R(A, 2)| 
Osral 


> max I Sag |. 


0<z<sl i=0 
M Daa F [0, 1] 上 的 一 臻 有 界 性 ， 可 知 各 个 参数 a(6=0, 
L, =, n) 也 是 有 界 的 、 即 有 六 (CM) 存在 ,使 得 
max |a| <N (M), 
至 于 参数 b,(4=0, 1, erty m) 的 有 界 性 ， 那 是 (1-5) 式 的 直接 
推论 ， 引 理 证 完 . 
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BIR PFE Enma 的 一 个 子 集 , 可 是 卫 与 Erma 并 非 是 
3 拓扑 等 价 的 ， 例 如 对 于 m 一 0 m=2, 
i/k 


R(A,, Cie O 2E[ 一 1 1]. 
(1:9) 
BR 
, 4a=0, 
fin R(t, a) =F) wis0 CW 
Ti E. lim (aos, bors by) = Ao= (0, 0, 1), 


max [Cu z) —R(do, 2) | = max |R(Ay, 2) |= 


las 


pa 子 说 明 存 在 一 SR AHORA, 它 不 收敛 
于 某 有 理 函 数 , 其 实 对 于 形 如 Qo/ Cbo bye + box") hy RCA, x), 
我 们 不 难 构造 一 个 连续 画 数 g(2), 使 得 
lim max lg(a) — R(Ag, æ) | 


Khoo ~i ega 


=inf max |g(%)~R(A, s)|, 


AEP -leval 

ARCA, 2) 满足 1-10, RRND DRS EEA 
数 剖 具有 最 佳 关 近 有 理 分 式 . 首先 指出 , 任 一 逐 点 收敛 的 有 
理 函 数 序列 {RA 2)}， 除 可 能 去 掉 一 个 有 限 点 集 外 ,收敛 
于 一 个 有 理 函 数 R(Ao, x); 即 可 能 有 有 限 个 点 ( 少 于 m) a, 
使 

， R(Ao, 2), 4 ePm, 

pe Rl, *) =| eee 当 aa, G) 

引 理 2 设 {RA 2)} 是 一 个 于 (0, 1] 上 一 致 有 界 的 

KAKAI. 则 存在 一 个 有 有理 函 数 RC Ao, w)， {RC4x, 2} 的 
一 个 子 序 列 {RACAL 2)} 以 及 [0, 了 中 的 一 个 点 集 {w|i==1 
2, 1, p pm}, 使 得 
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R(Ao, ©), 4e#n, 
| fo 4 sr=n, 

证 明 SIL , AA R, z) 的 参数 是 一 致 有 界 的 . 
因为 它们 是 实数 ,于 是 由 Bolzano-Weierstrass 定理 ,从 {4} 
中 可 以 选 出 一 个 收敛 的 子 序 列 {4t}， 比 如 其 收敛 于 Ao B 
R(Ao, Œ) 分 母 在 (0, 11 PRB (a |t=1, 2,…, ph. $ 
然 p<m, 

WR ete, MARA 
lim R (Ar, æ) = R(Apo, ©), 


因为 原 序 列 是 一 致 有 界 的 ， 所 以 序列 {Rr e) 是 一 
致 有 界 的 , 从 而 应 该 有 另 一 个 IRCA, 2) 的 子 序列 它 在 每 个 
wi APY AU Of. WE HB. | 

引 理 8 若 由 (1:11) 定义 的 一 个 函数 是 [0, 1) LAB 
B F) 的 最 佳 de6mrmes A AGRI, 则 RCo, s) 亦 是 . 

证 明 Se) 表示 函数 11D, WA l 

Sup |f) -8 (v) | 
= max [sup |f(@)—S(@)|; |f (2)—S (2) |, i=1, 2, ---, pl 


lim R(44, ©) -| 


> sup |f(e)—R(Ao, v) | =max| f(t) —B(Ao, 2)|. 


因此 S) 与 F(a) 的 偏差 大 于 E TF Ro o) 5 f BE 
差 . 引 理 得 证 . 

ERL 设 f(z) 是 10,1] 上 的 连续 函数 ， 则 Fe) 在 形 
如 侍 ' 色 的 训 理 分 式 类 上 的 最 佳 He6smmes 有 理 逼 近 分 式 是 存 
在 的 . 

证 明 . it 

HM =—max | f(z) |， 


SEX  Pu={4] max| RCA, 2)| <2), 


BA, WERE AEN, 其 参数 一 定位 于 Py 中 ， 因 而 
有 序列 


使 得 


{R( Ay, x)}, AxE Pu, 
lim max |f (2)— BR(A;, 2) | 


l =inf max |f(2)—R(A, æ) | =p, 
H32, FE {RA 2)} 的 一 个 子 序列 逐 点 收敛 于 形 如 
《1.11) 的 函数 SC(w), A 
max | f (æ) ~S (æ) | =p. 
BE R(Ao, 2) FE S (a) RHA RW LDR), 由 引 理 3， 
有 
max | f (%)—R(Ao, £) | =p, 

于 是 定理 1 得 证 . 

下 出 表 肯定 理 1 对 于 有 限 点 集 上 的 逼近 来 说 是 不 成 立 
的 . 

例 在 点 集 {a} ={-1, 0, 1} LOR BM 1/G@+be 
bea") BY Pa BCE Ur A bY a BC fy} = {0, 1, 0}, RNA 

1 1 
mex (u- LF ka ) -于 
因此 inf |y— RCA, a) |=0, 
涩 而 却 没有 一 个 有 理 函 数 
1/ (6+ ba+ or’) 

人 能够 取 到 这 个 偏差 值 . 

定义 5 形 如 (1.4) WAAKA RA, sz) 于 AEP 是 
m(A)=n+m—d+1 阶 的 , 如果 
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NAN -一 Co 十 0 十 十 Co pt"? 1-12 
REA, 2) bot byes + Oy get ( ) 


Fe — PR A BLK (BN at, 分母 互 质 ), 而 d—=min(p, 9)， 
Gn-p¥ 0, bm-a* 0. 如 时 RUA, a) =0, 则 mA) =n-+1, 
引 理 4 有 理 函 数 Re e) FARA MA) 阶 性 质 


Z. 

证 明 对 于 任意 4, BB R(A*, 2) —R(A, 2). N (A, sY 
和 D(A, ©) 分 别 表示 RA, «) 的 分 子 和 分 母 ， 则 

R(A*, «)—R(A, £) 


_ N(A", 2) D(A, 2)—N(A, «D(A, a) aa 
“DA, a) DA, ay SD 


上 述 等 式 右 端 分 母 连 续 且 不 变 号 .因而 R(A*, s)—R(A, s) 
和 (1.13) 右 端 分 子 具 有 同样 的 零点 个 数 ， 而 这 个 分 子 是 一 个 
次 数 不 超 过 mn 一 dw 的 多 项 式 ， 因 此 其 零点 个 数 不 超 过 
% 十 mm 一 d= 一 mtA*) 一 1， 引 理 得 证 . 
25 对 于 给 定 的 RA, e) 和 [0, 1] 中 的 点 集 
{v=1, 2, =, p; p=m(A*), ww), 
则 存在 充分 接近 RA, e) 的 有 理 函 数 RCA, 2) ,使 得 
sign [R(A*, 2) — RCA, D] =(-1)"1, 
TE [en Gir], t=0, 1, 2, -, P. (1-14) 
其 中 车 2140, WR 2 = 0; 若 atl, WR el. 
证 明 取 
ple) =I (ea), 
因为 W (AY, 2) PDCA, 2) ER, 所 以 由 多 项 式 的 可 除 性 理 
论 应 有 多 项 式 w(z) ola) 存在 ,使 得 
N(A*, @)u(a)+ D(A", w)v(e) 1, 
以 ylw) REN, 有 
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N(A*, eu" (2) + D(A", r)o"(æ) =y). (1-15) 
u(x) =D(A*, s) egie) +r), 
V(t) =N(A*, £) qale) +r), 
FR rl) Sro@) 的 次 数 分 别 不 超过 mm 一 meg 以 之 
-代入 (1.15), 得 到 
N(A*, æ) D(A", 2) [g (£) + 92@) +N (A, &) rs (2) 
+D(A*, @) raz) =Y (2). (1-16) 
北 较 (1.16) 式 两 边 次 数 ， 可 知 [g (w) 十 ga(2)] 的 次 数 <pt¢ 
一 和 于 是 (1-16) 表明 有 次 数 分 别 不 超过 nw 和 m 的 多 项 式 
N(A, x) 和 和 D(A, a), (if 
We) = N(A*, œ) D(A, #) —N(A, ©) D(A", £). 
- 今 考 虑 有 理 函 数 
nuo- jeda, 


:其 中 s 为 尚 得 确定 的 一 个 参数 ， 显 然 
R(A*, 2)—R(A, 2) = 


— ep (a) 

D(A’, œ) LD(A*, 2} —eD(A, DT 
. | (1-17) 
HF D(A’, o) TO, 已 中 没有 零点 , 所 以 只 要 6 充分 小 就 可 
48 (1-17) Ga O, 如 上 不 为 零 。 并 可 选择 充分 小 的 e， 
ti RCA, ©) 充分 靠近 RCA", a). Aili RCA, <) 即 为 所 要 
RM A BR. SU. 

定义 6 误差 曲线 f(z) 一 BC(A4, DRBEARS LB 
名 次 ,如 果 于 访 中 有 mw 十 1 个 点 

Wg tags 


存在 , 使 得 


f(a) RUA, 4) =a+(—1)'[f@) - RUA, o)l, 
: a=1, 2, >e, n, (1-18): 

其 中 ， a= —sign {f (1) —R(4A, s)}. 
并 且 此 时 称 Tr, Wo °°, Una HRCA, ww) 的 一 个 交错 点 组 . 
mCi, 2, +, n) 均 称 为 极 值 点 ,或 偏离 点 . 

定理 2 设 f(z) 是 [0, 奶 上 的 连续 函数 ， 则 

O 为 使 RA, oE f@) REBAR, WA A 
RI RA, &) 有 一 个 点 数 不 少 于 m(4") 十 1 的 交错 点 组 ,也 
即 误差 曲线 了 (%) RCA", w) FO, LEBER mA) 次 ; 

(i) Fo) WEE ABD RA, ©) 是 难 一 的 . 

定理 2 陈述 中 的 结论 (i) 就 是 关于 最 佳 Leones 逼近 有 
理 分 式 的 特征 性 质 , 而 结论 Gi) 所 述 的 是 最 佳 Tedes 逼近 
有 理 分 式 的 瞧 一 性 .它们 连同 定理 工 所 述 的 存在 性 一 起 就 解 
决 了 最 佳 Sefztmea 有 理 逼 近 的 基本 理论 问题 . 
. 证 明 先 证 们 。 为 证 充分 性 ， 假 设 误差 函数 fo) 一 
RA’, o F [0, 1] RANK, Ep NSm(A*), BA AT 


{ri 存在 : 
0 和 2a<zae< my rytil, (1-19): 
使 得 
F(a) 一 召 (4 a) =a+(—1)'if(e)-R(A*, o) |, 
i=1, 2, =, N+1, (1-205 
而 a= — sign {f (a1) —R(A*, x1)}. 


WELE RA, e) 存在 ,使 得 
if(@)—R(A', a) <] fæ) RA, e)l, (1-21) 
DU eet F AF] (1-19) 2 f(a) —RCA*, z) | 的 极 值 点 ， 
FaR", a) | =f (w) — RCA", e) |, 
于 是 由 假设 (1.21), 可 知 
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R(A', «)— RCA", w) =[f@)— RA’, #)] 
—[f(@)-R(A’, 2)] . (1-22) 
于 点 列 (14'19) 上 与 1(w) 一 RC4', zx) 同 号 ， 即 
sien{R(A’, 4) — RLA, m)} ， 
=—sign{R(A', or) 一 BC tad}, 4 
é=1, 2, ++, N, (4.98) 
它 说 明 RA, +) —R(A*, ©) 于 [0, 1] LED NSm(A*) 
个 零点 , 即 RCA’, 2) 有 不 低 于 mC4") 十 1 BER Z. BSI 
4, 这 是 不 可 能 的 ， 尖 而 (1:21) 不 可 能 成 立 ， 即 RC4*, o) 确 
实 为 f(z) 的 最 佳 逼近 有 理 分 式 ，@G) 的 充分 性 得 证 ， 
再 证 人 的 必要 性 ， 假定 RCA’, z) 是 f(%) WARE 
有 理 分 式 ， 如 果 误 差 函 数 f(e)—-R(A*, æ) 于 [0, 1] 上 恰好 
EB RK, h<m(A*), 则 我 们 可 以 证 明 及 C4*, s) 必 不 是 
f(z) 的 最 佳 逼近 有 理 分 式 . 
把 区 间 [0, 1] A Fr 2 个 分 点 分 成 8 十 i 个 子 区 间 
Té, Eua] (i=0, 1, wy k); 
O= < < <Er Enl, 
使 得 一 方面 
f(E) —R(A*, &) =0, i=1, 2, +, k; 
另 一 方面 f(z2) -R(A*, ©) 于 任意 相 邻 两 子 区 间 上 到 号 ， 并 
且 各 子 区 间 CE, Eni) 内 恰 含 RA’, T) 的 一 个 偏离 点 Titi. 
显然 存在 某 e> 0, 使 得 在 子 区 间 列 . 
(0, 4], [é1, €2], °°, TE, Sal, es [$k 1] (1:24) 
上 轮流 满足 下 述 两 式 之 一 : 
— |f@)- BCA", s)| <f) -R(4*, 2) 
<(f@)—R(A', 2) |—20, 


—|f@Q—R(AY, a)l tec f(a) -RA a) 
<|f(@) 一 有 Co 
KHATER, x) 来 说 ,显然 
f(e)-RCA, s) =[f@)-R(A*, 2)] 
+ [R(A*, «)—-R(A, æ], 
作 多 项 式 
Wa) = (@—&1)++-(w@—Ex), (1-25) 
则 与 引 理 5 证 明 中 一 样 , 可 求 得 有 理 分 式 
R(A, 2) =N(A, «)/D(A, £), 
使 得 
R(A’, «) — RA, £) | 
~ D(A, A oe eD(A, @))” (1-26) 
Hh D(A", e) J R(A", s) =N(A*, &)/D(A*, æ) 的 分 母 , 
因此 v 只 要 把 jel 取得 充分 小 , 并 调节 8 的 正 负 号 , 就 可 使 
l —sign {R(A*, 2) —R(A, æ} 
=sign { f(@;) — R(A”, æ)}, 


并 从 而 使 
[f(@) 一 4 #)|<[f(@)—R(A’, l. 
此 与 R(A*, s) Æ J(e) 的 最 佳 de6smes 逼近 有 理 分 式 的 候 
BATT A. G) 的 必要 性 证 完 . 
FHE (i). RAIL. 设 除 RCA", e) 外 ,还 有 RC4', a) 
满足 
if (@)— RCA’, a) = io) -R(A*, a) (27) 


OKL za< Cay Í (1-28) 
5 OX ay <ag<ce ay <1 
RHA RA, s) RA, x) 的 交错 点 组 ， 由 本 定理 的 特征 


性 结论 ©, MA oo 
N>m(A +i, N'>m(A +1, (1-29) 
为 确定 起 见 ,不 妨 假定 入 /> 入 ， 考 虑 
n(x) =R(A*, 2) — BR(A', æ) 
=[f@)-R(A’, «)J—[f@)—R(A’*, #)], (1-30) 
显然 ,只 要 o 也 是 RA", ©) 的 同类 偏离 点 , 即 oy 满足 
f 2) —R(A', a) =f (ay) RA, a) 
=+(f()—R(A’,, s)| 
n(e;) 一 0. (1-31) 
否则 , 4 n( a) 40 时 , 应 该 有 
sign (a) =sign {f (ay) —R(A’, o)}. (1.82) 
为 确定 起 见 , 比方 设 
nG) 49, Ne) #0, (1:88) 
DW) = 9 (@541) = = Hj41) = 0, 
按 交 错 点 组 的 定义 和 (32) 式 ,可 知 
(DHF O) RCA, v1)} 
与 (DHHS het) RA, Ws)} 
RS. BEH (1-80) 5 (1-82) Ay 4g 
— sign(~ 1)? {R(A", 24-1) -R(A', w}1)} 
=sign(—1)*°{R(A*, th) — RCA’, daud). 


时 , 应 有 


EU 
sign {R(A*, 21) R(A!, wd)} 

=sign(—1)'{R(A*, Meira) ROY, Tih (1-84) 

根据 连续 函数 的 中 间 值 定理 和 符号 关系 1-84), AS HR 


数 
R(A*, £)— RCA’, 2) 


E [wz Merl 中 零点 数 与 1 的 奇偶 性 相同 ,例如 当 1 为 奇 
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数 时 , 由 (1.34) AYA BCA, £) —R(A', 0) 于 [oi teal 
两 端 异 号 ， 由 连续 函数 性 质 可 知 RCA*, x) 一 (4', 2) 于 区 
间 (ea, theo] 中 应 有 奇数 个 零点 (计算 重 数 在 内 ). 

由 (1-38), R(4*, 2) 一 (4', £) BH I+1 个 零点 ,因而 
根据 上 述 分 析 , MIR RCA, 2) 一 (4', a) 的 一 零点 .从 而 
R(A*, 2) R(A', £) 于 [wo thas] PAIDRA. Z 
个 进行 上 面 的 讨论 , 可 推 知 RCA, 2) 一 R(4', 2) 于 [0, 118 
至 少 有 WVW' 一 1 个 零点 . 

由 引 理 4,， 有 RR(A*, 2) 一 RC4', x) 于 [0, BSAA 
m(4*) 一 1 个 零点 ( 当 At A! BY). 而 由 (429) 和 上 面 讨论 ， 
R(A*, DR(A, 2) BAN -1>m(4) 个 零点 . 所 以 必 有 

4 一 4 
唯一 性 结论 Gi) 得 证 . 

定理 2 就 是 最 佳 有 理 允 近 和 的 Temmes 定理 . 它 是 有 悍 
通 近 理论 中 最 重要 的 也 是 最 有 思想 性 的 定理 。 往 后 的 大 量 发 
展 , 都 基本 上 是 以 它 为 出 发 点 的 . 


§2 广义 有 理 He6prmes 逼近 


本 节 将 在 比 $1 更 广泛 的 意义 下 讨论 有 理 eono Hi 
问题 . 

设 pla) G=1, ++, n), pE) (j 一 1,…, mK, 1 
上 的 连续 函数 ， 且 设 awh WE 分 别 是 两 个 线性 无 关 
BRA. SE LAMBRA 


N(A, 2) _ _ Sem 


Re, 2) = ， 
PBD Siola) 


(2-1) 
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P=] OE Evin] 5! al 1}. (2-2) 


HAERERE 2) F, 仍然 可 能 对 于 某 些 点 ze 而 有 
bapa (z0) + bare (Zo) + + bmm (Go) =0, 
所 以 需要 要 求 此 时 仍 能 足以 唯一 确定 有 理 函数 Ree, e), W 
如 当 g(x) =a, by) 一 过 时 需要 在 (2-1) Al (2-2) 之 外 ， 
BER (2-1) 处 处 有 界 或 Re, ©) 为 最 简 分 式 等 等 . 
EMT 如 果 对 任 给 CEP, mH 
baths la) + bsfal®) +++ + Oth (@) 
于 [0, 1] PMP R AX., LAS O, WAAAH Yale), 
pale), +, nw) 具有 在 [0, 1] 上 非 零 稠密 的 人 性质 。 人 简称 
yale), e, Wn) 非 零 稠密 . 
tle), Yale), e, Yna) ERARE, WATE [0, 1) 
的 一 切 开 子 集 上 , Yæ), Wale), “ty Yim (a) 都 是 线性 无 关 的 . 
在 这 种 情况 下 , RC, z) 在 X, 上 的 定义 是 确定 的 , 为 了 在 点 
me [0, 1]—X, 处 唯一 确定 Rc, x), RN 
Re, £o) = lim 1 Sup Rc, æ). (2-8) 


如 果 tim R (e, a) 


BEXo 


存在 ， 自 然 它 应 该 等 于 RO, mo). 这 样 一 来 ， 如 果 函 数组 
pale), Pale), e, Pnl) 在 [0, 1] 上 非 零 稠密 ， 则 对 一 切 
CEP 了 而 言 ， 广义 有 理 分 式 函 数 RC, e) 于 [0, 1] 上 唯一 确 
定 . 

例 1 设 广 ec) 一 2， 


RC, s) = bi a 
于 (0, 1) 作 最 佳 交 近 , 其 中 进一步 要 求 上 述 有 理 分 式 的 分 母 


KF OO<c<1), BR 
inf | f(w)—R(c, æ) 一 0， 
并 且 当 C= (1,0, 1) 时 , f(z) 一 RCe', x) 取 到 这 个 值 ， 但 
D(B*, 0) =0+1-0=0, 
所 以 实际 上 RE, a) 并 不 属于 所 允许 的 有 理 分 式 类 ， 
例 & 3 f(a) 一 (zw 一 人) e2) 2, HH 


R(e, «)= (2-4) 


bi hobs 也 
在 点 集 0, 1, 2 ERE Ma. 因为 

fO)=1, f(D = =0, 
我 们 看 出 有 理 分 式 


Re, a) = aes 
与 f(z) 在 z=0, 1, 2 上 的 偏差 不 大 于 e/(1+ey， 由 于 可 
以 取得 任意 小 , 所 以 
inf | f (2) —R(e, 2)!=0. 
然而 我 们 确实 选 不 出 (2-4) 型 的 RCo, x), 使 其 达到 这 个 极 小 
值 ， 即 这 类 最 佳 有 理 和 逼近 是 不 存在 的 . 

引 理 6 若 fæ, WW), o dni) F 10, DEER, 
yala), +, Wala) FLO, 1] EARL RR, 并且 pe), e, gn (2) 
于 [0, 1] 上 线性 元 关 ， 则 对 于 满足 

tim! R (or, x) —f (x)| | 一 ip iRle, œ — f(e)! (2-5) 


的 一 切 序 列 {C 而 言 , 它们 都 分 别 有 聚 点 CO"E 了 存在， 
证 明 ”定义 函数 


A = Zan (a) > B=> Bah; (x) , 
|S) =1, 
j=1 


Ne 
at 
- 
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再 类 似 地 定义 Ay 和 Be, 由 各 hle) 的 有 界 性 可 知 对 任意 B， 
均 有 
[B] <N = maxfiy (a) 

又 由 p(s), p(s), “ty Po (2) 的 线性 无 关 性 ， 可 知 存 在 正 数 
8 使 得 从 

pà jal =] 
推出 |Ai>8, 
显然 对 于 充分 大 区 , 当 EDK 时 ,有 

[see DN<1+inf |f(0) -Bo, OF. 


Pru k>K 时 ， 
IAil<N(I+int |fC2)— Rle, 2)|), 


MH OM EM, The K 时 
lel < M= (+inf | f(a) ~ Bo, 2) 1), 


d=1 


ATH kK 时 ,序列 {Cr} 被 限制 在 紧 致 集合 
{o|Slal<m, Šal -1} 

之 中 . 出 熟知 的 Bolzano- Weierstrass 定理 ,序列 {Oe} HEA 
OCP 存在. 

B. Boehm 在 文 [17] PHT BI AAR HE 
性 间 题 . 

定理 8(Boehm) fle), pile), +, Paa), pala), e, 
wn(z) 都 是 [0, 1] ERER, KE yle), e, Wala) F 
(0, 1] KERAK. WF) 在 [0, 1] 上 的 最 佳 He6sumes 3g 
RE R, 2) 在 在， 

证 明 , AAW IBIS RE GH, 记 

— 66 ~ 


d=inf | f (2) —R(e, x) |. (2-6) 
TEP 
MFP 中 任 一 满足 
IRCop, T) 一 站 co |<d+i/k, F=1,2,.: 
的 序列 {Cc}, 由 引 理 6 REAR 
Co = (G10, sr", Ano, bio, aan) bmo) EP, 


下 面 我 们 来 证 明 
[RCo &)—f(@) | =a. (2-7) 
根据 4 的 定义 (2.6) ,为 证 (3.7) 式 成 立 , 只 须 证 明 
| RCo, 2) ~f (2) | <d, (2-8) 


FI bala), +, bn(2) FIO, 1] EERTE, 所 以 使 RCo, 2) 
的 分 母 $3 byob (a) +0 WO e HM A Xe, 在 [0, LA 
E. MCX. MA k 
|B, 2) =F) | 

< |R (co, w) — Rex, T) | 十 |R Cer, 2) ~f (x) | 

<|R(co, 可 一 Re 2) | 4041/8, (2:9) 
EFHO) G=, =, m) FO, 1] LAR, 所 以 在 (0, 1] E 
一 致 地 有 

lim 3 bayla) = 3 bopa), 
其 中 ba (j=1, = m) 为 Cs 的 后 mm 个 分 晤 ， 因为 当 =E 工 。 
时 ， bp bopa) +0, 从 而 
lim R (er, 2) = R(co, 2), EX. 


Him |R(cy, 2)~R(@, 2)|=0, rE Xo 
因此 当 sE Xa wh, H -OTA 
[RCo a) -f(D | <d, sEXo (210) 
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以 下 只 须 证 明 上 式 对 一 切 zoE[0, -Xa 也 成 立 ， 对 于 这 
样 的 Zos 按 定 义 (2.8), 有 
Reo, £) = lim sup R(c, æ). 
所 以 有 Xa 中 的 点 列 {r,} 存在 ,使 得 
i RCo, £o) — RC, ay) }<1/», 
前 按 了 (zw) MEAL, 有 
| f (vo) —f (@) st 


从 而 
[Reo #0) —F (#0) | <|R (Co, £0) —R(co, 2) | 
+ | Rico, 2) —f (E) |+ | f (2) —F@o) | 
<1/v+d+1/v, 

因为 上 述 不 等 式 左 端 不 依 模 于 v, 所 以 对 mE [0, 1]- Xa A 
Ben, 0) —f (to) | <d. (2-11) 
从 而 (2.8)、 进 而 (2.7) 得 证 . 
对 比 (2.7) 与 (2.6) 式 , BAF ` 


. Rico, æ) =R(6*, 2) 

实 为 f(z) 的 最 佳 Vetumen MARAR., EM SE 

定理 3 中 , 除非 零 稠 密 性 条 件 外 , RESARE RBS 
件 。 这 说 明 非 零 稠 密 性 在 保证 最 佳 efarmesg APIS UE AY TF 
在 性 方面 起 了 关 链 性 的 作用 . 上 节 定理 1, 其 实 乃 是 定理 3 的 
ERED, FKE, HAAN y= (j=l, ++, m) 来 
说 , 它 的 任意 线性 组 合 都 是 一 个 的 mt REME., AR 
数 基本 定理 , 它 的 根 只 能 有 有 限 个 。 因而 当然 满足 非 零 稠密 
性 了 . 

FEAM FB (2-2) Sa 

P= {CE E.n DB, 2) >0, 0<2<1; S531) (2.9)! 


? 


j=1 
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URMO DRERI SE UeOsnmen ie ir iy HF 


征 和 唯一 性 定理 . 
参数 0= (A, B) EP 称 为 C1= (41, By) AO (Aa, Bo) 
的 一 个 凸 组 合 , 如 果 


A=o[AAi+ (1—A) 4e], 
B=o[ABy-+ (1—A) Be}, 


-其 中 . mS [Abt (1—-A) boy]? 


>x 


此 时 , 常 简 记 C 一 X01 AAC, 
引 理 9 在 上 述 意义 下 ,集合 
P,={C'CEP, if(@)—R(, ol<p} (2-13) 


A>0, (2-12) 


ew. 
证 明 直接 计算 可 得 
| f (2)— RAC + (1—N\)O,, x) | 2 


{7 [AD(By, £) + (1—A) DOB,, ta 
—o [A N (Aa, s) + (1-A N (Aa, æ} | 
o DAB, (LA) Bs, 2) | 


AD(B,, x) a f(a) - N(Ai, ©) x) | 


RR 
[DOB + (AB, ayy | DB, a) 
(L—-A)D( Be, £) | _N(A.. 7) 
HIDB GN Bs, aT @) DBs, 2) |" 
ZNE 


BX E0, 了 的 一 个 紧 致 子 集 , 且 
p=max |f (2)—R(c, 2)|, 
WR MEX, 使 得 
|f (a) —R(e, zo) | =p, 
RUS zo 点 为 极 值 点 . 
假定 1, ta, ++, ag 是 R(e, æ) 的 极 值 点, Bid 
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o,=sign (f(x, —R(e, a) ], 4 一 工 ， 2, "qg. 
若 当 C 有 一 个 小 的 改变 量 50 时 , 能 得 到 一 个 比 RC, æ) 
更 好 的 逼近 MERA RANE 


N(A+84A, 四 WCG sù 
o [100 Tats a <A LO DB sy | 


(2-14) 


经 整理 , 上 式 可 简化 为 
oN (8A, r) —R(c, s) DOB, «,)]>0, 
i=1, 2, =, g. - (2-15) 

定理 4 RX ERR. 则 为 使 R(c, «) 是 f(z) 的 最 
fE TegarmeB Air, HAA AA 2-15) 对 一 切 8CE BAM 
容 的 , 其 中 an FE Re, e) 的 极 值 点 ， 

证 明 ”假定 对 一 切 SC EP 而 言 , 不 等 式 组 (2.15) 均 不 相 
F. ME Re, e) 是 一 个 比 RG, s) 的 和 逼近 程度 为 好 的 有 理 
分 式 , 则 由 引 理 7, AGA Rot (A), £) Hie 
度 优 于 (至 少 等 于 ) Re, 2). SHR Reo, 2) 是 这 条 线 上 于 极 
值 点 处 具有 相同 偏差 旦 具有 最 小 入 值 hs 的 有 理 分 式 ， 于 
(2-14) 中 以 co 代替 6 并且 以 《01 一 0) (RIO, Hepes 取得 
充分 小 , E f(e) 一 RCCs+50, wm) 和 f(a) 一 Rles, wm) AS. 
因而 不 等 式 (2-14)、 进 而 (2.15) 成 立 。 从 而 (2.15) 式 是 相 容 
的 . 这 与 开始 的 假设 条 件 相 溃 突 ， 充分 性 证 完 . 

BENTHA (34, 5B) ME, 不 等 式 组 (2-15) 是 成 立 
的 . 因为 (2-15) 所 涉及 的 函数 是 连续 的 ,所 以 (2.15) 可 以 在 
一 个 比 极 值 点 更 大 的 范围 内 成 立 .特别 地 ,存在 一 个 开 集 X., 
使 得 mwE 瑟 4 一 1 2, …, p, 并且 

EN (A, 2) —R(e, e) D(SB, 2)]>8>0, cE xX.. 

考察 BR(O 十 X60, s). 显然 存在 一 个 很 小 的 A 值 ， 使 出 


0< 和 <A WHEW TEX, R}, 
| Fe) -R(C+A80, 2)|<| f(z) — RO, 2) f, 
另外 , 有 de> O 存在 ,使 当 入 < 和 ;时 ,对 所 有 zEX。, 有 
gign[ f(x)—R(e, ©] =sign[ f (2) —R(C+A8C, x)] 
—0 (2), 
其 中 az) 就 是 如 上 式 定义 的 符号 函数 ， 另外 由 于 D(B, a) 
于 [0, 1] 上 是 正 的 ， 所 以 有 Aa >O 存在 ， 使 当 0< 和 < 于， 
D(B+A8B, x) 在 [0, 1] 上 也 是 正 的 . 
现 取 Xo= min(As, Àa, Aa). M4 A<Ao 时 ,我 们 有 
if @) —-R(C+i8C, x) | 
= supo (2) Lf (@) -R(C+Aad0, 2)], 
从 而 对 于 TEX, 
o(#)[f(w)-R(C+280, x)]—o(2) (f(x) —-RE, 2)] 


__ oz) ey 
DEB, ay AN OA, 要 一 人 co s) DOB, 2)] 


< J (2-16) 
因此 对 于 <A， 上 述 量 是 负 的 .然而 , 这 个 量 为 负 表明 
R(C+ A080, <) HY ta 22 Ih Be s) 的 偏差 为 小 ， 这 说 明 
R(C+A8C, e) 是 一 个 比 RCe, o) REM Bist. Hh Rc, 2) 
4 (2-15) HAM ARE EA BIAS. 注意 , 当 极 值 点 
的 个 数 六 是 无 穷 多 个 时 , 以 上 证 明 同 样 成 立 ， 定 理 证 完 . 

应 该 指出 的 是 , 当 于 不 紧 致 时 ， 以 上 特征 定理 就 不 见得 
成 立 ， 其 实 , 此 时 对 于 一 个 最 佳 逼 近 有 有 理 分 式 来 说 , 它 很 可 能 
根本 没有 极 值 点 ， 然 而 可 以 这 样 来 处 理 X 不 紧 致 的 情况 : 设 
XEX HAG, NX 当然 古 紧 致 的 ， 因 为 所 涉及 的 各 个 函 
数 都 是 连续 的 , 所 以 可 以 把 它们 连续 地 扩张 到 Y. 不 难 指出 ， 
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有 理 分 式 Ree, o) 是 f(a) FX LAR, BATA RST. 
它 是 Fo) FX LW. 因而 可 给 出 X 不 紧 致 时 的 
特征 定理 来 . 

定义 8 f(z) MREA HIER Re", e) 的 极 值 点 的 
一 个 子 集 

S={a,|t=1, 2, =, p} . 
RASA AR, WRR, e) Æ fo) 在 S LW IEE 
近 有 理 分 式 , 但 它 不 是 了 (2) ES MEBRTR EWE 
有 理 分 式 . 

以 上 定义 表明 ， 如 果 总 是 一 个 临界 点 集 ， 则 于 其 中 任意 
去 掉 一 个 点 后 ,都 可 以 找到 jz) 的 一 个 新 的 有 理 有 逼近 式 ,， 它 
的 偏差 比 Re", 2) 的 偏差 要 小 . 

由 定理 4 可知 当 wi 是 极 值 点 时 , 线性 不 等 式 组 (3.15) 是 
不 相 容 的 ， 同 样 地 , 相应 于 任 一 临界 点 集 的 (2.15) 的 那 部 分 
不 等 式 组 也 必 不 相 容 ， 否 则 RCo", z) 就 不 是 f(z) 在 这 个 极 
值 点 的 子 集 上 的 最 佳 通 近 有 理 分 式 ， 

W. B. Carver [21] 给 出 了 线性 不 等 式 组 的 既 约 不 相 容 
概念 ; 如 果 l 


p . 
D ag>a, j=1, 2, =, g (2:17) 


是 不 相 容 的 , 但 是 它 的 每 个 真子 系 是 相 容 的 . 
引 理 8 不 等 式 组 是 既 约 不 相 容 的 ， 必 须 且 只 须 如 下 两 
个 条 件 被 满足 . 
(i) g 个 向 量 
G= Gus» Goin s Gos), G=1, 2, =, q 
中 的 任意 9 一 工 个 都 是 线性 无 关 的 ; 
Gi) 存在 My>0(07 一 二 2, …，9)， 满 足 


Sigs 0. (2-18) 
j= 


有 关 引 理 8 的 证 明 , 可 参阅 [34] WERD, AREE 
述 . 
对 于 我 们 这 里 的 情况 来 说 ，a; 全 为 0 且 上 述 引 理 的 条 件 
GD 归结 为 为 >0 A (2-18). WES 
gle, £) =o (æ) (pis), palt), +, P2), 
—R(e, Dale), —R(e, eple), =, 
—~R(e, afm (@)), (2-19) 
则 对 应 一 个 最 佳 逼 近 有 理 分 式 Ro", z) AY (2-15) 可 写成 内 
积 的 形式 
SO- gl, 2)>0, t=1, 2, =, q. (2-20) 
定义 8 Py, Po, P, 是 7 个 s 维 向 量 , 称 


P-| PEE, P=SuP, “20, Su-1) (2-21) 
f=1 f=1 


为 集合 {P1, Po, ++, Pel RFE. 
[BAAR SRSA AA. AE OER 
Hitl KX RR, Www Re’, «) ef) Hise 
近 有 理 分 式 ,必须 且 只 须 零 向 量 落 在 向 量 集合 
{9(0", a) |o 是 极 值 点 } 


推论 2 一 个 临界 点 集 最 多 包含 rtm 个 点 . 
证 明 PEAH (2:20) 必 为 不 相 容 的 并 且 9 一 个 向 量 
gC, %) 是 线性 无 关 的 ,因为 这 些 向 量 是 nt re 维 的 , 而 Enem 
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中 任意 n-tm+1 个 向 量 组 成 的 向 量 组 必然 线性 相关 ， 所 以 
q<n-+m+1, 然而 在 标准 化 时 ，O 中 一 个 参数 可 以 任意 取 定 ， 
所 以 g(e, x) 的 实际 长 度 是 nn 十 m 一 4. 

利用 经 典 的 Caratheodory 定理 ( 设 5 是 刀 , 中 的 一 个 向 
BA, 有 (5S) BS HAE. WAS) 中 的 任 一 点 落 在 总 的 最 
多 由 nn 十 1 个 点 组 成 的 某 子 集 的 凸 沉 中 )， 从 推论 1 可 以 得 到 
本 推论 ， | 

定理 5 UX RR, ARC, o) Æf FX 上 的 一 个 
REBAR DAR. MR ERA dgl, a) [t=1, 2, +, 
n+m—1; nAn) 是 线性 无 关 的 , 则 Rc’, xz) 是 唯一 确定 的 . 

证 明 设 {a,(¢=1, 2, 0, p) 是 最 佳 逼近 RC", s) 的 一 
个 临界 点 集 ， 由 于 集合 

{g(c", a) |¢=1, 2, "=, n+m—1} 
是 线性 无 关 的 ( 引 理 8, Hp p=nt+m), M (2-20) 可 知 存在 
n>0, 使 得 
Sage’, z) =0. 
TE BY C*-g(c*, a) =0, 因而 O° 与 如 tm 中 由 {g(c a} 所 
支架 起 来 的 % 十 m 一 1 维 子 空间 是 直 交 的 、 关 01 一 (4, B), 
此 处 Bie B*=0, RUSE t, A Orgle", a) 40, FE 
Sarg (e, a) =0, 
BERRA 4, Orgle, 2) >0 并 上 且 对 这 种 形式 的 0， 
a= min max Og(o, «i) >0, (2-22) 


HU, WFR Com (4 十 4,，B")， 则 按 辐 样 的 道理 并 注意 到 
Ogg (ce, m) =N (4, a), FRA 
max oN (A, x) >B/N (A, æ)|, (2-23) 


此 处 B>0, 
今 考虑 任 一 其 它 的 逼近 式 RCE, £), RNA 
oLf (a) — Re, zi)] 
=o Lf (a) R", a) ]+o[R(c*, r) RCe, c]. 
Ali Sic d= lfe) Rt, «)| 时 ,有 
| Fo) Re, 2)| 
od" + max RC, %)—R(c, 2p] 
maxoi[ DB, %)R(c*, 2:)—N(A, 2,)] 
[DB, =)| 
IRS M=max |D(B, a)|, 00s0~B-Br, 
首先 考虑 9 天 0 的 情况 .我 们 写 
B= sin ĝ- Bt+i+o0s0.B* 
并 设 sin9>0, 则 有 
(—A, B).g(e’, a) 


=sin oj -n (AtA, a) +R(C", a) D(B', «) |. 


>d + (2-24) 


TÆ Hy (2-22) t (2-24) 
|f(z)—BR(e, x) | 


>r ni max oil(—A, B)eg(ct, a] 


>q een . 


所 以 如 果 sin 9>>0， 则 Re", a) 是 一 个 比 起 Re, s) 来 为 更 
SER BIBI. 

当 sin 0<0 时 , 类 似 的 分 析 给 出 项 一 a sin 0/M, 

H O=0 时 , 由 (2.24) 式 
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If (@) Be, æ) | 
> da max 6; [N(A*, a) —N(A, zi)]. 


由 (2.23) 推 知 
If (2) — BG, a)|Sa+H'N(A, 2) —N(A", 2), 
ATRE A+A", WRC, z) 是 一 个 比 起 RG, o) 为 更 好 的 
通 近 分 式 ， 定 理 证 完 . 
事实 上 , 我 们 已 经 建立 了 某 些 比 唯一 性 更 强 的 结果 即 
所 谓 强 唯一 性 定理 . 
定理 6 设 卫 紧 致 且 Rle', 2) 是 f(z) 于 下 上 的 最 佳 
逼近 分 式 ， 如果 每 个 向 量 集 合 
{g(c*, æ) 1 一 二 2， 人 十 说 一 本 0 天 2 让 
是 线性 无 关 的 , 则 对 任意 有 理 分 式 Rc, a) 恒 有 
|f) 一 BR 2) '>|f@-RC, æ) 
asin lb 当 O40, 
HUMINGA, aJ- NCA", a)l, 00 
rh cos@ =B. B*, 5>0 H asinf>o, 
ATF, BURRS ASR UE ATER DR KREE EB 
类 型 的 叙述 . 
定义 10 ALARMS CH, 二 的 mw 维 子 空间 .名 称 为 
Haar 子 空间 ， 如 果 对 于 [0, 1] 中 的 任意 个 互 异 的 点 m, 
He,t, Ly, TFG 
pila) M (2a) ote Pal Ln) 
Palt) Pal) e Po( Gn) +0, (2-26). 


ere ee eee ee oe ee eee ee | 


(2-25) 


Pr (23) Pa (ae) eee Pn (Ln) 
其 中 ple), Gola), wets PiE) 是 F 的 一 组 基底 函数 . 


只 须根 据 齐 线性 代数 方程 组 的 理论 ， 则 不 难 证 明 ，.& fk 
一 个 Haar 子 空间 ， 著 且 仅 车 {9;(2)} 是 一 个 Tesmer 函数 . 
组 . 即 若 且 仅 车 系数 不 全 为 零 的 "多项式 ” 

HPCE) Hapal E) + + apn (2) 
在 [0, J] 上 至 多 上 只 能 有 nn 一 1 个 零点 ， 

定义 11 对 于 任 一 子 空间 u, 记 

(a) = wb A) Haar 子 空间 的 最 大 维 数 ; 

ò (u) = p HY AEBS: 

p(w) 一 1 十 4 的 元 素 的 最 大 变 号 数 ; 

E= 1+ pe lp RG RE 

CD 一 1 十 pp HES IRM RAE ME, Hep Oe 
算 2 次 . 

对 于 任意 给 定 的 子 空间 来 说 ,有 

7. (2.27) 
F HMR n= R ES, 则 以 上 各 基 均 相等 . 
现在 引进 两 个 子 空间 
R={N(A, x}, 
D={D(B, x)}, 
HRT 47 Ci, E. W. Cheney [22]) 

定理 ?9 车 (2) 一 BCe*, ©) FLO, 4] 上 交错 pvR 寺 RRC. 
s) K, M RC, w) flo) WTR. A 
Ro, a) 是 了 (2) 的 一 个 最 佳 通 近 在 理 分 式 , 则 fla)— Re, 2) 
于 [0, 1] ERE n NRE, e) D) 次 ， 

证 明 fe) RCO", e) FO, 1] hey 次, H 

|f@)-Re, 2) 1 <1f (2) — Rl, #)!, 
WW Ree, o) -RC £) EDH r TES. AA DCB, 2)>0. 
从 而 推 知 
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N(A, x)— RC", ) DB, s) - 
有 ?2 个 零点 .此 与 2 的 定义 相 矛 盾 . 

假定 f(a) R, e) 没有 1 次 交错 , 设 {zi16=1,2,…, zp} 
分 [0, 1] 区 间 为 一 些 子 区 间 ， 使 得 在 所 有 子 区 闻 上 f(2) 一 
RO, w) HUB CHAS RB | f(~)—-R(c, o). 现在 p<n 
且 因此 有 一 个 忌 \80, e) 存在 ,使 

N(OA, t) — R(t, «DDB, z) =0, 1=1, 2, =, p 
H sign[f (x) —Ric*, «)] 

= —sign[ R(¢*, e) —R(8C, x) ], 
这 推出 (2-15) 是 相 容 的 , 因此 由 定理 4 知 RE, z) 不 是 一 个 
REBAR. RES. 

下 面 推论 3 是 有 关 唯 一 性 定理 的 一 种 陈述 方式 ， ÉE 
E. W. Cheney 给 出 的 ([22]). 

推论 8 HRC, z) 是 了 (z) 的 最 佳吉 近 有 理 分 式 ， 车 

SN+R(e, 2)D) =yn(N4+ Ric", DD), 
或 者 等 价 地 , N+ Rc", a)D E Haar 子 空间 , 则 Rec", 2) 
是 唯一 的 . 

该 推论 的 证 明 思 路 和 熟知 的 唯一 性 定理 的 证 法 是 类 似 的 
《 见 定理 2 的 证 明 ). 

有 人 也 许 会 以 为 当 多 和 多 是 Haar 子 空间 时 , NARE, x)D 
一 定 也 是 Haar TAN, 今 举 反例 如 下 ， 取 内 一 [1， a2), D 
=[1, s], KEX TO, 3], WH R(c, ) =(1+27)/(1+s0), W 
而 空间 NARE, D=, e, (1+272)/(1+2), (e+e) 
《1+2)]. 由 于 (+2) / Ota) =1+47--(+47)/(1+2), 所 
UR+RE, 2)D 的 维 数 仅仅 为 3。 mMENHR(e, 四 人 是 一 
Haar 子 空 间 , WET 10, 3] 上 理应 最 多 有 2 个 零点 ， 可 是 函 
数 


gara g tte? _ @(—2) (@—3) 
O(a) =6-+a*—6 Ty Lea 


于 [0, 3] 上 却 有 3 个 零点 . 


$3 SUPA RN A Ba i’ 


本 节 专 就 满足 某 些 约束 条 件 的 有 理 分 式 类 的 通 近 问 题 进 
行 讨论 。 特别 地 ,此 处 仅 就 满足 插值 约束 的 有 理 和 逼近 前 存在 
性 定理 、 特 征 定 理 和 唯一 性 定理 等 作 一 盔 简 要 的 介绍 . 

为 行文 方便 ,本 节 仅 就 [xz, MARR MKS. BS (a) 
Ayla, 81 上 的 连续 函数 , S(x) CO%[a, 6] H Se) F a, b] 上 
RAR. BARSA 

NEG Hgh 
Q@) =S) te (3 
其 中 po, Dr, °°, Pay Yo, G > In WRB, 
给 定 le, b] ELAR 
BXty<ty < hh 
和 相应 的 一 组 实数 
AY? (F=1, 32， 一 0 1, +, k1), 
其 中 hy, ka, 0e, esti, k= ky thet + +hy<m-in, 
有 形 如 (C3: 了 D 式 且 满 足 约束 条 件 
Q(t) =B (=1, 2, ,B=0, ,hm1) (8-2) 
HARAR R) 所 构成 的 类 , 我 们 记 之 为 RRE). 

对 于 给 定 的 了 (z) EOLa, 由 ， 所 谓 在 类 RAS) 上 的 最 佳 
一 致 逼近 问题 ， 万 是 研究 如 下 极 值 问题 的 解 的 存在 性 以 及 特 
征 属性 的 问题 : 

SMS BTA [5]. 
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H= |F) -Re = max] f(z) —Q(a) | 
= inf max | f (2) 一 —P(a)|, (3:3) 


hy BLE I (08H, 记 
T= {ty, ta, ++, t, 
ole) = (wt) (s-t), 
车 了 = 中 ( 空 集 ), 则 规定 ola) =L, 
引 理 9 对 于 RAS) 中 的 任意 两 个 有 理 分 式 
Pi(z) = =5 (æ) B, (@)/ A(s), P(x) = =S (2) Bo(2)/ Aaa), 
VARETA K (0) EH minr 存在 , 使 得 


wle) K (2) . 
Py (a) — Pi (£) =8 (2) ER (3-4) 
证 明 因为 


(a) == Po(o) 一 Pi(z) 
_ A(z) Bs(x) ~ — Ao(a) By(a) _ C(x) 
SSe) A =O Ge, 
(3-5) 
所 以 为 证 引 理 , 只 须 证 明 Ca) 含有 因子 w(%), 也 即 只 须 往 证 
O) 含有 各 个 (at) 因子 . 
约束 条 件 (3 2) 指明 
n) = Po(t;)— Py(t,) =0, 
BTH (8-6) ANIA AER, Ci(o) EH nana M 
O(a) = (a—t) 0; (a), 


今 假 定 业已 证 明 
C(t) = (@—4)*C, (2), (3-6) 
其 中 O, (æ) € H mina, 
U PHE, REAS 1, M 0; (zx) 一 定 还 继续 可 被 rts 
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所 整除 ， 即 从 Cie) 中 仍 可 析出 因子 = 一 如 
假定 入 <b 一 I， 根据 Leibnitz 公式 
re BGS) ACT) 
x [æt OO (a), 
HARRE 2) Wo) = 0, BER a) 表达 式 中 ,只 
有 p=0 且 7 一 和 那 项 不 显 含 eh AF. MARA 
A10, (@)S (a) /D (e). 
因此 O(t) =0, 
AIM Ow) 中 还 可 以 析出 因子 z 一 占 来 ， 总 之 ， 有 Ole) E 
H mink, 使 
O (æ) = (e —1;) "Cr (8). 
从 而 引 理 得 证 . 
ELI? 我 们 说 函数 u) 在 点 集 
My <a ee <a,” 
上 按 u) 正 负 交错 , 如 果 

sign{u(x)u(a)}=he(-1)* (j=1, =, r), (8-7) 
其 中 入 = 十 1 或 一 1. 

按 某 确定 函数 交错 的 概念 是 作者 与 梁 学 章 在 研究 多 元 函 
数 的 qeGamea 理论 时 引入 的 "”， 看 来 这 个 概念 对 于 处 理 具 
有 某 种 约束 的 带 近 问题 是 较 有 效 的 . 

定理 8 设 

ACD) = aye" 4am, Bla) = doa? H -e Ory 
为 两 不 可 约 多 项 式 ， 其 中 O<p<m, 0<v<n, ptv<m+tn 
一 8 十 2， GAO, RH 

R(@) =S(@) B(x) /A(@) ERAS) 
于 le, b] LA, A f(2)-R@) Æ le, B]-1 9 ea 
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La bg Lee Shy 

LURK ol) ERR BHT S RAT SABE A> 0) 

Ag, — Ne, ey (SDi, 
Ht N=m+n—k—d+2, d=min(s, v). WSN Qa) E 
B;(S), 4 

Ho>min{M, Ae, ee, Anh (3-8) 
当 R(æ)=0, HE N=n—k+2(d=m) 时 , (8-8) 式 仍然 成 立 . 

证 明 用 反 证 法 . KAX 
Q@) -8@) 22 ERS) 


A(z) 
使 人 .3) 式 不 成 立 , B 
Ho<min{NM, As, =, Ax}, (3-9) 
作 差 函数 并 根据 引 理 
n(x) =Q(«) — R(x) 


-Se Ke 
AETI 


= (f(e)-R(x))-(f@)-Qa)), (8-10) 
H ole) 交错 的 定义 和 (38.9)、(8.10) 两 式 ， 可 知 KK(w)/ 
(AA) ERA ALEL a 上 以 正 负 交 错 的 符号 取 
RFS, 于 是 根据 连续 函数 的 中 间 值 定理 ， 开 (ce) 在 开 
区 间 (4, b) BEDA N—l=mt+n—k-d+1 个 零点 ， 然 而 
K (a) 的 次 数 不 超 过 p+n 一 5 一 d， 因 面 
K (a) =0. 

亦 即 Q(a) = Ra), 此 与 (3-9) 式 矛盾 ， 从 而 (3.8) 式 得 证 . 

X Re) =0 Rt, B(w) 二 0, 而 且 引 理 已 指出 Q(z) =la) 
一 B(w) 已 有 个 零点 ( 重 数 计算 在 内 ), 剩 下 其 它 证 明 步 又 局 
上 即 可 证 骨 (\3.8) 式 仍然 成 立 。 定 理 8 证 完 . 


定理 8 乃 是 误差 下 界 信 计 的 Vallee-Poussin 定理 在 具有 
约束 情况 下 的 推广 

下 面 给 出 对 于 任意 给 定 的 f(z) Ela, 6], R%(S) 类 中 
Re HEI UE AAA AE EE 

定理 9 对 于 任意 给 定 的 f(t) EC[e, 6], HHA P(e) 
EFS), E43 


Ap= inf Ho. (3-11) 
QE RBIS) 
证 明 H> EnA H TAR THRE TRA 
的 定 义 , 有 无 穷 有 理 分 式 序列 


se Mere ty 
U) =S(a) -32 十 一 十 gj 
it Pio F Dip 


= g(a) RA), j=1, 2, - 8-12 
(x) SEY ERM), j=, 2, =, (8-12) 


使 HoH (jose). 
仿照 文献 [七 中 存在 性 定理 的 证 明 , ENE {Ql 
中 可 选 出 某 子 序列 (不 妨 设 是 它 自己 ), 使 
lim pi, =a, lim g, = be, 4=0, =, m; k=0, +++, n, 
(8:13) 
按照 (8.18) 式 给 出 的 极限 值 ,构造 一 个 有 理 分 式 


P(e) =S(2) Seat 8 (2) BE. (3-14) 
今 先 证 Pw) CRS). 为 此 先 证 P(%) 在 整个 [ec, b] 上 
外 处 有 限 。 事实 上 ， 因 为 卫 (e) 只 可 能 在 其 分 母 的 零点 处 变 
DER. 也 即 除 有 可 能 在 有 限 个 点 处 出 问题 外 ， 在 其 它 点 区 
处 ,总 有 
lim Q)(@) = P). 
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从 而 . . 

PRI<F@|4 FO -DI + |@@) -P@| 

<max |f (œ) | + Ho, + &. 
所 以 除 有 限 个 点 处 外 , 总 有 
Po is 了 一 [二 下. 

因 P(x) 是 有 理 分 式 ， 进 调 PO 在 整个 [a, 6] 上 处 处 有 限 . 
既然 如 此 , 只 有 下 列 两 种 可 能 : 

1° Pla) 的 分 母 AG) 在 la, 9] 上 无 零点 ; 

2° Pla) RH Ala) 在 (a, 0] 上 有 零点 ,但 这 些 零点 
也 同时 是 B(z) 的 零点 ( 且 重 数 相同 )， 

BA, 4 P@® 属于 情况 时 ,在 [4, 6] 上 一 致 地 有 


lim QD =P, csszsD (3-15) 
fro 


以 下 证 明 (8.15) 式 对 于 情况 2° 也 同 梯 成 立 . 假定 此 时 
A(o), Bee) 的 最 大 公 因子 为 多 项 式 书 (2), 则 


_ ory BO) 97) EOP -Sr BO 
P(w) =S(a) Ata) =S (x) ETIES =S (x) Ca)" 


Osa) Pla) SD) BOLO =P ODE 
所 以 为 证 (3. 巧 ) 式 ,只 须 证 明 在 (a, 8] 上 一 致 地 有 
lim y(x) =Lim [9;(2)C (e) —p;(@)D@)] 
Jos joe 


=u(z) =0, (3-16) 
事实 上 , 由 (3.18) 式 可 知 在 (a, b] 上 一 致 地 有 
lim E(a)u,;(a) = E(x) u(a) =0, (3-17) 


上 式 说 明 wu(z) 只 可 能 在 Ea) 的 零点 处 不 为 零 . 而 He) 只 
有 有 限 个 孤立 零点 ,根据 wo) 的 连续 性 , 故 必 有 %w(%) 三 0. 所 
以 对 于 情况 2*，(3.15) 式 亦 成 立 . 
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由 一 致 收敛 的 函数 序列 的 微分 性 质 ， 在 [a, b] 上 一 致 地 

有 
lim QP (a) =PO(r), v=0, 1, +. (3-18) 

因为 Q(z) ERRO), Br (3-18) 式 即 知 P(z) 也 满足 约束 条 
件 (3.2), 即 了 (cz) € Ra (S). 

今 于 不 等 式 

If -—Pi<|f—Q4+|P—Q,| 

两 边 令 和 一 cc<， 得 到 


| 一 下 入 五 . 
Bl Hes, 但 显然 Ap>H, Ait 
Hp=H, 


定理 9 证 完 . 
下 面 我 们 转向 Teómmes 定理 的 叙述 . 
Ra CO) 中 的 任 一 有 理 分 式 可 写成 


ow eee ny B 
PO = So) aarp tan, 8) aay 


HHO<pxm, 0<v<n, wty<min—k+2, a00 HAC), 
Bia) TH. 
ABA | f(e)-P@)|=|f@)-P@| 

Ru @(@S2<b) 均 称 为 Plz) 的 偏离 点 ， 如 果 偏 离 点 xzET， 

则 称 之 为 中 性 偏离 点 ， 芳 偏离 点 zo 不 是 中 性 偏离 点 ， 且 

了 (2) ERS), 则 如 下 两 式 

wwo) [Lf (to) —P (xo) ]>0, w(x») Lf (£o) —P (ao) ] <0 

(3-19) 

必 有 和 且 仅 有 一 个 成 立 ， 我 们 依次 称 满足 (8-19) 式 中 前 、 后 两 

式 的 to RA P(e) 的 按 wle) 的 正 、 供 偏离 点 ， 特 别 地 , 如 果 

点 组 traan 满足 


— 75 一 


sign{o (s) [f (a) —P(@;) 1} 
= — sign {w (21) [f (81) —P (ain ]}, (8-20) 
j=1, 2, =, N-1, 
则 称 它 们 是 Pæ) 的 一 个 按 o(z) 交错 的 偏离 点 组 ， 简 称 按 
olw) 的 交错 点 组 . 
命题 1 车 Plw)EBRi(S) 有 中 性 偏离 点 ， 则 卫 (z) 为 
Je) 在 类 BS) PR REE ABR. 
证 明 roA Pla) 的 中 性 偏离 点 , Wool. 于 是 由 偏 
离 点 的 定义 和 约束 条 件 (8-2) 可 知 对 任何 Q(o) ERa), E 
有 
Hp= |f (æ) P(e); =| f(t) 一 已 (xzo) |, 
Hg=|f (£) — Q(x) | > |f (ao) — Qa) | 
= | f (z) -P (a) |. 
从 而 Hp<Hy 
对 一 切 Q) ER%(S) 成 立 ， 命 题 得 证 . 
描述 最 佳 避 近 有 理 分 式 特征 属性 的 是 下 述 定理 10, 
定理 10 P(r) CRS) 是 jc) 的 最 佳 避 近 有 理 分 式 ， 
DAA RARE TARAS, 
1” Pœ) 有 中 性 偏离 点 存在 ; 
2° Ple) 有 一 个 点 数 不 少 于 
mt+n—k—-d+2 (d=min(p, »)) 
的 按 ole) 交错 的 偏离 点 组 存在 . - 
FA 2 RERET, PO) 还 是 唯一 的 最 佳 逼近 有 
SEAS. 
证 明 RPL? YEAR RA, 
为 证 条 件 2° 的 充分 性 , 设 N>min—-k-d+2, PEM 
SPR 
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[As] = He, 
则 可 知 对 任何 @(z) ERS), HA 

Ho> Hop. 
从 而 2° 的 充分 性 得 证 ， 

下 面 证 必要 性 . 设 P(z) ERS) PRREERABD 
A. 显然 , 为 证 必要 性 , 只 须 在 Po) 无 中 性 偏离 点 的 前 提 下 
来 证 明 2° 成 立即 可 . 

用 反 证 法 . 设 Pi) 任意 一 个 按 w(%) 交错 的 偏离 点 组 为 

USL Lge Lay KO, 
其 中 N<m-+n-k—d+1, SE le, 6] 划分 为 
fo, €1], [é1, al, «+, [Ew-i 5], (3-21) 
使得 它们 中 的 每 一 个 含 且 仅 含 上 述 偏离 点 组 中 的 某 一 个 : 
OX < by, e, Ga <<), e, Ew- ey Sh, 
BR, 存在 so> 0, 使 得 在 子 区 间 (3-21) 上 轮流 满足 下 述 两 式 
之 一 : 
—Hp<f(a)—P(a)<Hp—e, 
—Hpt+eaq<f(e)—P@)<Hp, 
往 下 ,我们 将 实际 作出 @(%) ERAS), 78 
Ho<Hsy. (8-28) 
因为 对 任何 Q(z) ERa), RNA 

f@)-Q(@) =(F@) —-P@))+(P@ -Q@)), 824 
所 以 只 要 能 够 选取 Q(w) ERa), E-AN PR 
充分 小 , 男 一 方面 

—sign{o (z;) [LP(%) —Q(a) 1} 

= sign{o(a,) [f(@,) -P æ), j=1, 2, ++, N, 
(8-25) 


(3-22) 


列 就 可 以 保证 (8.23) 式 成 立 、 若 记 
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D(x) = (@~ £1) (一 各) (@— Ewa) ol), 
由 于 A(z), Be) ER, 从 而 有 多 项 式 ule), v(w) FE, 使 得 


A(a)u(a) + Br)v (a) =1, (3-26) 
以 O(a) Fe bs, 7 
A(a) VL) + Bæ) (x) = P(x), (3-27) 


作 带 余 除法 

y" (a) =B(x)qi(@) 十 ra(z)， 

g" (a) =A(Z)qa(@) +r), 
Hp ril) 与 ra(z) 的 次 数 分 别 不 超过 ww 一 z mu WH 
代入 (3.27) 式 并 整理 之 可 得 

A(a) B(@) [g (Œ) F922)] +A (a) rt) + BC) r2() 
=ð (s). (3-28) 

设 qi(w) 十 qal%) AKA, 出 较 上 式 系数 可 知 min—p—y 
+l<m+n—d, Ml<p+v—d, Aut, (3.28) Rik, 确 有 次 
数 分 别 不 超过 m” 和 你 的 多 项 式 册 (2) Ay a), 使 


A Yo) -Bapa =B), (8-28) 
AR Qe) = SEE, 
则 
B(x) 
POO) “SO Te TAD) pray EO 


所 以 ,只 要 把 p 取得 充分 小 , 并 调节 其 正 , 负 号 , 则 可 使 (3.25) 
式 成 立 ， 因 o) #0, 进而 有 
—sign (P(a;) —Q(%)) 
=sign( f(2;)—P(a;)), g=1, 2, "7, N', 
于 是 从 (3.24) 式 并 注意 o 充分 小 , 即 知 (3.23) 式 得 以 满足 .此 
5 Pla) 的 最 佳 逼 近 性 相 有 矛盾， 必要 性 证 完 。 
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$4 有理 JUebptmeB 逼近 的 数值 计算 


本 节 将 集中 介绍 几 种 有 理 Ledeen 有 逼近 的 数值 计算 方 
法 .其 中 有 些 方法 的 详细 的 理论 分 析 被 我 们 省 咯 了 . 

4-1 Fox-Goldstein-Lastman 方法 * 

该 方法 是 为 计算 有 限 点 集 上 的 有 理 He6amres 逼近 而 设 
HE. 

HT=-(1,2,-+,m}. 4 4CÎ m, it A M B ER En P 
的 点 ,而 六 是 一 实数 . 


假定 (BY a] =D Bix) >O, 对 一 切 #E 了 这 个 不 等 式 组 是 


相 容 的 , 这 等 价 于 假定 原点 不 在 (BOT) hse, 对 于 
任何 满足 上 述 假定 的 4z, 定义 
F(a) =mox {| 9) sed]. (4-1. - 
设 jel] = max |a], 
对 于 给 定 的 >O, 定义 
Dy= {cE #,| lel <1 H CB, 2] >8, 467}, (4-2) 
I Arto BY, F(A) =F (0), MARRE RE L 
落 在 单位 球 内 , 即 lol] <1, i 
o= {eC E,| (0%, a] <d, 1<t<h}, (4:3) 
此 处 CEE, d RRMA kl, w D=|D, D, 显然 可 以 适 
4k P EEM, 使 得 已 = {eE Nl LP’, sp, i<} 
<r}, EH r=m+2n+k, 自然 {P! P, -, PY 是 如 ,中 的 
”+ 可 参见 参考 文献 [37]， 
* 可 参见 参考 文献 [34]、 
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于 集 ， 我 们 的 问题 是 考虑 耳 (%w) 于 D 上 的 极 小 化 . 
设 I= {1, 2, “ 2m} 且 设 对 于 多 ED 有 


Aitm— — A}, Bim = Bi, bitm — -b (4-4) 
为 方便 起 见 , 我 们 写 出 
F(2)= max { L a 一 a}. (4-5) 


显然 了 是 紧 致 的 且 了 了 (x) EDENER AM PUKE 
ED, 1843 


F@<F(e), H—-W2€D, (4-6) 
Fox—Goldstein-Lastman JEME 种 构造 * 的 方法 . 
通过 具体 计算 , 不 难 验证 下 述 引 理 ， 
引 理 10 He, w+hED #iCI, 
[4', s] [At +h] . 
[B e] [BF eth] (47) 
必须 且 只 须 
é [ A‘, ] + 
[ A — ae Se BY h|=0, (4-8) 


定理 11 RYSig Fc) FD 上 的 极 修 化 点 集 ， 则 
(a) 有 点 yE5 存在 , 使 得 
R'(y) =F), EPCI, 
[Pi,yl=p', jETEY, 
BYiy)<Fy), EI~T, 
[P’, y] <p, jEJ~Y, 
其 中 Ry) = (LA, yI /LB, yb (4 icli), m 
J={1, tes, r}. 
FUJ As n+l PAF ABA 
{A — (U4 Fly) BEL SUP GET} (i) 
E n HEN, 虽然 系统 


D 


flO FD), £] <0, der, (HD 


[P’, «] <0, gE J! 
是 不 相 容 的 . 

(ob) 若 存 在 一 点 y€EB, 满足 (了 ,同时 系统 D 是 不 相 
容 的 , 则 y€8, 

(0) S 是 紧 致 的 且 是 凸 的 . 

证 明 由 (4.6) 可 知 5 是 非 空 的 Rue 并 假定 (HD 
HA, 而 下 是 它 的 一 组 解 . 根据 成 在 D 上 的 连续 性 , 不 难看 
HA A> 0 FE, 使 得 

[A‘— (b+ R u+ éh)) BY, h] <0, iE, OXE<A, 
Ri(utah)<F(u), HFicI~I'; 
LP’, u+Ah] <p, WIE. 
按 均值 定理 , 有 
Ri(u Ah) = Ri(u) +A[VR' (u+ êh), Rh], stEL, 
Fp VR lutih) R F utik AERE, OEA 可 以 
算得 
VR'(u+ éh) = (At (b'+ Riut &h)) BS) /LB, ut Eh], 
Aw utéhedD, iiel, 有 LB, ut Eh) >0, 所 以 如 果 
EI, i (VRi(ut+Eh), h]<0, Mit 
max Ri(u+ Mi) =F(u+ah) <F (u), 
这 与 VES 相 了 矛盾 ,所 以 (HUD) 不 相 容 ， 
设 
Q={A'— F B'i ET} U {PFET}. 

假定 @ 是 7 维 的 , Ar<n, hA EHT QKR R 

空间 ， 并 选取 满足 下 述 两 式 中 任意 一 个 的 量 值 最 小 的 凡夫 0: 
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Re(utph)=F(u), Sat oE 
或 者 [P*, u+ uh] =p, MEE JET HI", 
因为 {Pj} tin AKA DBR, 所 以 它们 中 至 少 有 一 个 
上 成立 ， 由 引 理 10， 可 知 
Ri (u+ uh) = lu), BEL, 
LP’, u+ ph] =[P’, u], jE, 

显然 A*— (b*+ F (u)) B: fil P* 都 不 属于 久 张 成 的 空间 A 
而 能 构 作 一 点 w 使 得 @ BDA +L EA, 如 时 必要 的 话 ， 
我 们 再 重复 上 面 的 讨论 , 这 样 可 以 找到 一 点 %% a E n HE 
WY. . 
如 果 久 包含 多 于 个 的 点 , 则 已 经 完毕 了 ;否则 由 Cramer 
规则 可 知 (IID HF. 这 个 矛盾 说 明 (a) 的 (ID 成 立 . 

为 了 证 明 〈e)， 只 须 通过 计算 去 验 明 对 一 切 M 而 言 集 合 
{ED F@)<M 是 是 的， 并且 显 然 这 个 集合 还 是 有 界 闭 
集 . 

AED), 假定 (TD) 和 (DJI) 成 立 . 今 选择 zED. # J'E 
空 , 则 对 一 切 J7E 7 ,有 

[P’, «—y]<0, 
WA D 是 不 相 容 的 , UTE OEM, A 
[A*— (bo F(y)) Bs, 2—y>0. 
担 于 对 一 切 了 E 都 有 
[二 一 (二 五 (7 有 y] =0, 

从 而 [A*®— (b*+ F(y))B*,. a] =0, 
PO FaF). Byes, 

命题 2 Py) >, We tel HEM +m) ET'. 

事实 上 , EAGM) EL, 通过 计算 可 得 2F(y)LB', y] 
=0, AMFA. 
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其 体 算法 
JRI 假设 w 给 定 在 刀 的 边界 上 ， 因 而 
R@)<F(e'), 对 一 切 iEL 
[P!, s]<p, HJE, 
等 号 依次 在 4E 和 jEJ' ARA, JEET ALT! 是非 空 的 . 
设 
Q= {At (G4 F(a") BEET} U {P| FE}, 
如 果 @ 的 维 数 了 等 于 mw 则 转 到 步骤 11， Bs ON we He A a 
于 Q'; 选取 入 (每 当 它 存在 时 ), 使 得 满足 
[A'— (B+ FF (£ BY s'ak] =0, iEI~T, 
类 似 地 , 如 果 可 能 的 话 选取 Ay, 使 之 满足 
[Pi wth =g, ETAT, 
MA SER BRAM DIY MGE) RAEI ~I'), EM 
wa! AN. 
以 下 两 式 来 确定 7 MI”, 
Ra") =F(0"), ¢El", 
[Pi, 2!" }=y/, jes". 2 
类 似 于 @ 地 确定 @"， 则 {Qj EA Sr, rilen, 则 
REPR I MR =I", TI", QQ" BR a! =" 
转 到 步骤 工 
FRI Qe Ri. BL! US" 所 包含 点 的 数目 大 于 
m UGK a0 并 转向 步骤 TII， 否 则 , BELL (ay 表示 下 述 方程 
组 的 解 


Sla) { +H œ) —a) Bi, z(a)]=0, ie I, 
LE’, æ{a)] =p, GES", 
NPB a<F (e'), 这 样 的 z(a) 存在 . 
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wf = {al\a(a) WE Sla), ela) ED, 
F(a(a))=F(a') —a}, 
a=sup7, 
ER r WE S(a), 使 其 适合 
[At— (664+ F(a!) —a) B", 2] =0, WE DEIN~I' 
或 [P*, c]=p*, WE PEJST, 
H OU {A (+ FG) —a) BET U {PGES} 
=CUQ(a) 
RBA n, 此 处 
O=A*— (bF (e!)—a) Be 或 Po 
T Aip to RI 增加 各， 转向 步骤 I, 
PRU BRERA 
_. (LA'— (6'+ F(@’) —a) B', h] <0, 4E!', 
SG [rp, h]<0 ie! 
» MIS, JEJ 


RHE, 则 地 是 一 个 解 . 反之 , 若 这 个 不 等 式 组 是 相 容 的 , 则 


任 选 一 个 满足 它 的 向 量 丸 选取 满足 
max{R'(z+Mh) |¢EI~l'} 
=max {Ri(@+ah) |¢€l}<F(a') —4, 
LP’, t+ ih] <p’, ET ~T' 
BENER A, FE ERR, ERT w' =z 十 Mh. 


关于 这 种 算法 各 步骤 的 理论 说 明 ， 主 要 是 依据 前 面 介绍 
的 预备 性 质 . 详细 情形 请 参阅 Fox, Goldstein 和 Lastman 的 


文章 [87]. 
例 ”用 FGL 方法 计算 


f(a, b) =Re | [ead 


的 近似 值 ， 其 中 (a, b) € {(a, b)|O<a<1, O<d<1}, 而 
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f0, 0) = sc. 
我 们 先 取 定 25 个 点 
a=0.2(0.2)1.0, 
b=0.2(0.2)1.0, 
设 æ=a—0.6, y=b—0.6, 
在 这 25 个 点 上 , 用 有 理 分 式 
Co 61Y + Cet Camy cy + 6,07 + cet y 
dot diy + dot + dry td dw? dea*y 
来 逼近 f(a, b). 
采用 Fox-Goldstein—Lastman F, MURG REE 
有 理 分 式 的 系数 为 
co=0.0837914683, do =0.5082968598, 
cı = —0. 1640272544, d,-0.8973700662, 
¢g=0.0891182027, da=0.8928419099, 
c= 0. 1204883022, da = 1 .0000000000, 
c4 = —0. 83867638268, ds=0.4822944985, 
cs= —0.0701517797, ds=0.6495118685, 
co— —0. 0289637846, de= 0.7869549905. 
在 所 给 25 个 点 上 的 最 大 误差 为 1.4388298 x 107, 
如 果 我 们 改 用 更 多 项 的 有 理 分 式 
Cot Cry 1 Cow + eg vy Hey? + 6527 + eye? y + oy + esty? 
do+dyy +dov-+dary-+ dy? + dse? + dex*y+ diy? + dar 
来 逼近 f(a, 6), WYE EFE 25 个 点 上 用 Fox-Goldstein-Last 
man 方法 , AY CLR Re ELE HE 4 SM BON 
co = 0.0960041046, do = 0.571868305472, 
& = —0.2408298991, da =0.7857740426, 
cs=0.0998915478, da= 1.00000000, 
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cs=0.0867557146,  d,=0.B014272072, 
Ca = —0. 2499496967, ds=0.7704642845, 
cs = —0.0854718254, d;=0. 7047651776, 
ce =0. 0283182696, . ds =0.1880050704, 
c7= —0. 1086314166, d;=0.1740235386, 
¢s=0.0820618837,  ds=0.6828501570. 
F 23 点 上 的 最 大 误差 为 1.837059 x 10-4 
如 有 果 我 们 仍然 采用 第 二 类 有 理 分 式 来 通 近 fla, 5). 但 改 
用 100 点 
a=0.1(0.1)1.0, 
b=0.1(0.1)1.0. 
并 设 0 一 0 一 0.55， y=b—0.55, 
用 Fox-Goldstein-Lastman Fi 5 A] ORGS Re A BB RA 
系数 为 
co =0.1157842294, ”加 一 0.5559147072， 
c= —0. 1925531085, d,=0.9885289044 
ca =0.1144356251 , a= 1.000000000, 
¢3=0.1098909731,  d=0.7230335039, 
c4= — 0.4242775100, d4=0. 8556143567, 
s= —0.1153246269, d; =0 .6618566410, 
ce =0.0077507759, ds—0.2155039213, 
6; = —0.1422053729, d;=0. 2096329609, 
cs = 0.219848878388,  ds=0.4171542173, 
其 在 100 个 点 上 的 最 大 误差 为 1.251383 x10, 
42 微分 修正 算法 与 下 降 算法 * 
AM He6pmes 逼近 问题 是 一 个 求 下 述 极 小 的 问题 
* 可 参见 参考 文献 [24]. 


> 


A(O, d) =sup|f (a) — a = min, 


它 也 可 以 表述 为 下 面 类 型 的 极 小 值 问 题 ， 


A, O i 
A(C) =sup g 5 Ey 


此 处 At, BANC 都 是 nn 维 向 量 , (RRA BR. 为 使 讨 
论 能 够 进行 , 我们 仅 限 于 考虑 区 域 
D={OCE,| (BY, O)+b:>0, H#—- i} 

中 的 向 量 C. 

本 段 恒 假 定 4 指标 的 范围 是 一 个 有 限 集 合 . 

问题 现在 可 令 述 为 : BOR C* CD, fi 

A(O") inf AC), 

引 理 11 4 在 D 上 的 局 部 极 小 必然 也 是 整体 极 小 . 

事实 上 ,如果 C0* 是 了 上 的 非 整 体 极 小 的 局 部 极 小 点 , 则 
存在 O° CD, 使 得 l 


a(o) <AC*), 
引入 辅助 函数 
(DO =E, ©) +4; 
MONRO) FB," 


并 选取 i 使 得 
R'(C*) = ACC"), 
ARPEOCTWMLEDRH. 由 于 六 在 九 内 是 连续 可 微 的 ， 
根据 Rolle 定理 ,有 点 0*-+ (1-A)O?, O<A<1 存在 ,使 
dR o 

a 
”实际 计算 可 得 

l { [CCB 0°) +b‘) (At, 0*—0°) | 
dB | -[ (4, 0°) +a] (BY, Ot—0%) 


dÀ [CB’, AC*+ (1-2) 0) +8,]? 
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从 而 当 全 EERO 和 Ce HARBL LIE Ub 0, 则 它 必 在 


整个 线段 上 为 0， 所 以 
A(O°) > Ri (0°) = BC") = d(C"), 

Me RAAB. 

EHR yi ERS AO) 在 DD 中 的 极 小 值 点 ， 必 
须 且 只 须 如 下 线性 不 等 式 组 是 不 相 容 的 ; 

(Ai—nB', 2)<0 GET), (4-9) 

ltk u= 4(0*), tit T= {i| RO) =p}. 

证 明 假定 .是 4(C) F DPR BUMMER. A E a D 
的 多 必 有 


A(C*+2)>A(C*), 
从 而 对 某 EI, 有 
(Ai, O*+2) +a; 、(4 CO) 二 qt 
(BY, C¥+2)4b, (B, C*) +0," 
于 是 (A'— BY, 2) >0, 
也 即 (4:9) 不 相 容 . 
反之 ,车 (4:9) 不 相 容 , 则 对 每 个 = 都 存在 CET, BE 
(Ai, D>n(B', 2), 
土 式 两 边 各 加 (AS, C*)+a,= [CB O 十 后 ,可 知 
(A, Of-+-2) >p[(Bi, Ct+2)+8,], 
此 即 A(C*+-2) >, Ait C* 是 ACC) 于 DD 中 的 极 小 值 点 . 
为 了 在 更 一 般 情 况 下 介绍 微分 修正 算法 ， 我 们 设 AC) 
和 BCC) G=1, ---, m 表示 任意 集合 D EMSA HE 
定 
0<a<B(C)<B (4-10) 
对 一 切 CED f— i Rae, 
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定义 A(O) = max Te . 
假定 C RATH, 定义 辅助 函数 
30) = max AOAO a) 
并 把 6:(0) 在 DD 上 的 极 小 值 点 取 作 CO". 顺便 指出 ,在 AOD 
和 B.(0) 是 线性 函数 加 一 常数 的 最 重要 情况 下 ，5x(0) 的 极 
小 值 点 可 以 用 线性 规划 的 方法 求 得 . 
按照 以 下 微分 修正 算法 所 形成 的 向 量 序 列 {C3 一 般 是 
不 收敛 的 ， 然 而 它们 却 作 成 4(C) 的 极 小 化 序列 ， 
定理 13 {4(Co} 是 一 个 单调 下 降序 列 , H. 
lim d(C) =inf 4(0) =£, (4-12) 


首先 , 由 于 OF d 0 (C) 的 极 小 值 点 , 有 


be Aor 加 
6:(0) <8e(O%*) = max FAO" = 0, 


: (4-18) 
对 于 任 一 C, RE 
(0) < (0) = max SAO- on | 

(4-14) 


F (4-14) P4 0-0", 并 利用 (4.18) 式 可 知 

ò (>É) -4(c0)]. (4-15) 
今 选 取 CED, 使 得 AOLO), 这 是 一 定 可 以 取 到 的 ， 
否则 O 为 所 求 的 极 小 值 幢 了。 于 是 由 (4-14), H 


k A,(C) k-1 
SC )<F max | 53 ~A(C )| 


~ZlU4@)-4e")1. 
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利用 (4.15) 式 , 可 得 到 
A(O) -A= <A LAO) — A(O), (4-16) 
即 ME KACO + TACO) — 400%], 
再 根据 下 界 和 下 确 界 的 关系 式 , 可 得 
A(C*) KAO) + 和 [4—40], (4-17) 


它 说 明 {40} 是 一 个 单调 下 降序 列 . 

如 果 ACON, MWER Ce 为 极 小 化 序列 了 .否则 
{4(C")} 是 一 个 单调 有 界 序列 , 当然 是 有 极限 的 . 今 于 (4-17) 
PIS k-o, 可 得 


4 一 lm ACO") 20, (4-18) 
但 显然 4 — A(C1) <0, k=], 2, + 
从 而 又 有 

"— lim 4(0™1) <0. = (4-19) 


从 (4.18) 和 (4.19) 可 知 必 有 
lim 4(C9 = 4 =inf 4(0), 
从 该 定理 的 证 明 中 ， 我 们 不 难 从 (4-17) 和 个 的 定义 来 给 出 
L 的 所 在 范围 为 
aio) + 2 taco —4(0%)] 


<4< d(C"), k=1, 2, + 
下 面 我 们 加 到 一 开始 给 出 的 形式 : 
(At, C) +a, 
(Bie CO) +8,’ 
H D= {C|(B', 0) +5,>0}, 


RC: 4(0) = max | R'(O) |, 
‘ 


我 们 来 介绍 一 种 下 降 算法 .首先 任意 取 定 一 个 初始 向 量 
CED, MC 出 发 ,选择 一 个 使 4C) FERTH. WRA 
C 出 发 的 各 个 方向 上 4(O) 都 是 不 减 的 , 则 ACC) 在 C? 处 取 
局 部 极 小 值 . 于 是 由 引 理 11, O° 是 ACC) 的 整体 极 小 值 点 ， 
从 而 O° 即 为 所 求 者 ， 此 时 计算 可 以 停止. 

WA w= A(O°), I= (4||R'(O)| =u}. 因为 4 减 小 必 
须 上 且 只 须 对 一 切 4ET |E] 是 羧 小 的 .所 以 我 们 着 手 寻 求 向 
Ez, 使 之 满足 

2| 
dA | 
它 等 价 于 求解 下 述 关 于 的 线性 不 等 式 组 
(cgi 一 kB 2)<— (Bi, O)—b, ET (4-20) 
其 中 o,=sign Ri(C°), 

参考 文献 [3 句 中 指出 一 种 求解 线性 不 等 式 组 的 方法 ， 按 
照 所 述 方法 , 只 要 向 量 组 A- uB tC TD 的 秩 数 为 7, 则 可 
以 把 其 中 某 了 个 线性 无 关 向 量 所 相应 的 不 等 式 ((4.20) 所 示 
的 ) 径 直 改 成 等 号 而 求解 这 ?7 个 方程 所 组 成 的 方程 组 ， 所 
得 解 也 是 不 等 式 组 (4.20) 的 一 组 解 ， 在 [41] 中 Goldstein 和 
Cheney 讨论 了 线性 不 等 式 组 的 求解 方法 。 我 们 在 这 里 就 不 
TRY. 有 兴趣 的 读者 请 参阅 [41]， 

假定 我 们 已 按 (4.20) RMB 然后 把 4(O) 在 直线 
OC" 十 M2 上 的 极 小 值 点 取 作 下 一 个 近似 Ct, 这 可 以 这 样 来 实 
Th, BE As 是 任意 一 个 使 0° 十 Asz ED 且 满 足 

A(O? Aaz) > ACO”) 
的 正 数 . 则 所 须 求 的 入 值 介 于 为 =0 和 和 之 间 , 又 取 和 a= (Ay 


the) /2, 而 考察 -94 于 = ja 处 的 符号 ， 著 取 正 号 , WIR 


R'(O° + Nz) ao — 1, aEl, 
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的 入 位 于 [Ma As] 中 ; 否则 入 位 于 LAs, Ae] Heres . UO 
ROO, BRAUER. 依 些 类推. 
43 线性 不 等 式 方法 * 
离散 点 集 上 一 般 有 理 有 逼近 问题 可 叙述 为 以 一 个 函数 系 的 
线性 组 合 和 男 一 个 函数 系 的 线性 组 合 的 比 来 遂 近 在 离散 点 集 
上 有 定义 的 已 知 函 数 . 
具体 言 之 , 设 4== (a',…, &*), 其 中 每 个 w!' 都 是 一 个 n 
维 向 量 ; B= (01, e, 6”)， 其 中 每 个 如 是 一 个 w 维 向 量 ; 
C= (Cy, +++, Cy), 其 中 每 个 0; 都 是 一 个 实数 ， 又 设 
v>n+m—1. 
记 
[%, a] 
Ly, bf)’ 
He o Al y UR UR BE n BE Alm 4E i ak, Ti Le, a] 和 Ly, bY, 
é=1, =, v 表示 Euclid HAI, 
为 使 以 下 的 讨论 得 以 进行 , 记 
SS={(%, y) |< [y, 4] <ds, t=1, ,…, 9}, 
此 处 6 各 8。 是 给 定 的 实数 ， 0<8,<d2<2, 
BUTE LETT BRB, SOR (a*, y*) ES, 使得， 
M (a*, y") = min M (z, y). (4:22) 


这 里 所 要 介绍 的 只 是 一 种 构 作 极 小 化 序列 的 方法 ， 即 生 
成 8 中 的 一 个 序列 a, y}, k=0, 1，…, 使 得 
lim M (a*, y”) = min Ms, y). 
线性 不 等 式 方法 , 就 是 把 (4.223) 转化 为 寻求 使 下 述 80 个 
不 等 式 成 立 的 最 小 M: 


”可 参见 参考 文献 [49] . 


M (a, y)=max lo- (4-21) 


| 
M> 0- er = |, i=1, =, v, 
[y, b] — 80, l=1, ---, v, (4-23) 
—[y, 0°}+8.>0, k=1, =, v, 
如 果 将 前 2 个 不 等 式 分 别 用 相应 的 [y， 的 IKE, 并 去 掉 绝对 
号 (相当 于 增加 % 个 不 等 式 ), 则 (4.23) 又 等 价 于 求 使 下 述 44 
个 不 等 式 成 立 的 最 小 M, 
fila, y, M)=([2, el + (M07 [y, ]>0, 
@=1, =, 29, 
fisov@, y, M)=[y, 0} -8,50, I=1, ++, o, (4.24) 
Frsso@, y, M=—[y, b*] +6020, k=1, ---, v, 
其 中 为 了 记号 上 的 统一 , 已 记 
att = — a, Oo 一 一 CD 一 的 il, w 
该 算法 是 去 生成 一 个 序列 
{ M,, H,, x, y}, r=0, 1, 2, =+, 
使 得 lim M, =lim M (¢, yj) = min Mw, y), 


Too 


具体 构 作 方法 是 : 取 


Lo=0, Ho~ max lOi, 2°=0, (4-25) 
并 选取 9 ， 4 (2°, yO ES, I 
i) Mr, 0, 1, (4-26) 


ii) 车 不 等 式 组 
Fila, y, M20, t=1, 0, 4v (4-27) 
ARAB ZS, WM 
Lae Men Bya=HA,, ota", ytt=y", (4 +28) 
如 果 不 等 式 组 (4-27) AAS, A ot 和 Wr! 可 以 选择 满足 
(4:27), 并 取 
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Lrti= Hu=M.. 

所 述 方法 尚 有 判定 织 性 不 等 式 是 否 相 容 以 及 相 容 时 如 何 
求解 等 问题 ， 在 [40] 中 Goldstein 和 Cheney 已 有 专门 的 论 
$. 

在 [49] 中 Loeb 利用 动态 规划 的 方法 具体 构造 了 一 个 极 
小 化 序列 (27, y) ES, fi 
lim M(a", y") = min M (æ, y). 

ERAT, H. L. Loeb 在 [49] 中 还 考虑 在 1~0 到 i=w/4 
的 50 个 等 分 点 的 集合 SS 上， 用 (wt 十 wet3)/ lyt yt) 逼近 
tec 的 问题 ， 他 算出 

a,=1.0000215, z= 一 0.08885576， 
1=1.0000000，ys= 一 0.40194845. 
最 大 绝对 误差 为 0,26x10 忆 ， 比 在 同一 点 集 上 的 最 佳 逼近 多 
项 式 
p(t) =1.0025059 +-0. 303376821 + 0.21872155¢° 
的 最 大 绝对 误差 0.29x10 要 好 100 fH 

44 Pemes 算法 * 

关于 最 佳 逼近 有 理 分 式 近似 计算 的 Pexes 方法 ， 已 有 许 
多 作者 从 各 种 不 同 的 角度 进 和 和 过 讨论 ， 由 于 这 种 方法 与 多 项 
SUB UTIN BY Pemes 方法 十 分 类 似 ， 所 以 此 处 仅 对 Pemes 方法 
作 一 番 扼 要 的 介绍 . 

考虑 (1-12) 给 出 的 有 理 分 式 函 数 (4, 四 ,其 中 特别 还 
Ry p=g=0, bb=1, Bp 


— aot tit + -+ a" , 
R(A, 2) — Sot Tti te (4.29) 
Pemes 算法 的 具体 步骤 为 ; 


”可 参见 参考 文献 [63] [351、[60]. 
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1° 于 [00, 1) pëR Ph HH Nem A) t+i=n+tm++2 

个 点 
0< eMac PI 

组 成 的 点 集 Xa {2 名， aP, =, oP}. BARNS ARE 
了 (zw) 一 (4o, z) 的 极 值 点 ， 其 中 R(Ao, ©) 是 一 给 定 的 初始 
近似 . 

2 ” 求解 非 线性 方程 组 

F(@) —R(A, of) =(—-1)'B, t=1, 2, ++, N (4-80) 
而 得 到 新 的 未 知 参数 值 a, +, a, OY, - o, E. 从 而 
OR HBT ABB HK Ra, £). | 

3” 求 f(%) 一 RC4zs, w) 于 [0, 了 内 的 最 大 值 点 . 

L 以 上 面 求 出 的 7 代替 X 中 的 基 一 点 , 使 得 f(2) 一 
R( Az, &) 在 新 求 得 的 点 集 Xa (2, oP, o, oP} 上 交错 
变 号 ， 这 可 以 这 样 来 实现 ; 因为 各 系数 和 户 都 是 从 (4.30) 中 
解 出 的 ， 所 以 了 (4) 一 R(A1, a) 在 点 集 X, 上 是 交错 的 . A 
而 ,如果 ARE X AR, 比如 PKT KEP M + oe of”, 
ah: PRET A fe) RA, ©) 于 它们 处 同 号 , 即 

sign[ f(*)— R(Ax,.7)] =sign[f (af?) — R( Ag, 27°)] 

或 sign[f(asP)~RCA, HP]. 

BARR r 替换 这 个 “ 同 号 ”指点 ; 如 果 K, 则 当 
taf? hh fle) RC, e) ASH, AA TERP BM, 
我 们 就 同时 保留 与 zf9, 而 去 掉 最 后 的 oP 点 ; 如 果 aP 
<1, Wt t ah gb f(w) RCA, «) 同 号 时 ， Rb E 
a, DN, 我 们 就 同时 保留 a? 5 r, MARPA. 

5” 以 Xe RR X, MEE 2°. 3° 和 4° SRR. A 
用 第 PERKEN Xn 构造 有 理 分 式 RCA, a). 

A. Ralston 于 [59] 中 , 在 假定 初始 近似 足够 好 的 前 提 下 
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给 出 了 Pemes 算法 的 收敛 性 : 

EHI HRA, o) 为 f(z) 的 形 如 (4:29) HR 
近 有 理 分 式 . 上 述 Penes 算法 的 初始 近似 RCo, x) 于 [0, 1] 
Liss N PILSEN, ERS PE (EA 
小 横 坐 标的 那个 ) 与 了 (ce) RA", z) 的 第 一 个 极 值 符号 相 
同 . BE Xas {a{?, c, o, oPh Fw) -—R(Ao, z) HN 
极 值 点 的 模 坐标 o 

Oa er PL cP], 
min ERS PUMA, N X,= (el, at, e, oh} E 
fo. R(A*, z) YN BAL RERIN ri n= 一 17@ 一 
RCA", 2) |) HBE, | 
OKTI <e “< <li, 
则 有 e>0 0 和 > 存在 ,使 当 
|jaP—atl<e, d=1, --, N, 
Ba Thm Bmin <n 

时 ,只 要 采用 恰当 的 方法 求解 (4.30), 则 Pexes 算法 收敛 ， 即 
lim R(A,, ») = RCA", a), . 

关于 方程 组 (4-30) 的 解法 ，Ralston 曾经 指出 采用 弦 截 
法 是 适宜 的 ， 关 于 有 理 分 式 出 现 退 化 的 情况 (相当 于 (1.12) 
中 的 d 一 min(p, 了) 大 0) 的 Penes 方法 的 讨论 , 文 160] 中 也 作 
了 比较 详细 的 叙述 .。 此 处 我 们 不 再 详 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 参 
阅 (60] , [59] 和 [63]. 

C. T. Fike[35] 指出 第 1° 步 中 点 集 X= {o, oh? ---, 
ay} 党 家 


ap = $ cos 
T [35] 中 ,Fike 还 给 出 了 求解 (4.30) 的 一 种 送 代 方法 . 
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和 , k=1, 2, =, N, 


他 首先 把 (4-30) 化 为 等 价 形式 
totaa P e aye” ba P DDB-f a] 
+b (1YE aP 
二 Doc [(~ 1YE- f @P)] + (- DE 
=f), i=1, 2, -…, N, (4-81) 
XIE (4-81) Be 
dotar ++ Ha + bya (— 1) —f a] 
+ ban" [( 1) —f a) +o | 
Fone (IVE —f (ai) + (-D'E 
=f (eP), t=1, 2,--, N. (4-82) 
Fike 迭代 算法 为 : 取 E'=0, W (4-32) E—-PRF to, 41, …， 
Gn, b1, +, Om, 召 的 线 代 数 方 程 组 .于 是 可 以 求 出 co，…， an, 
by, +, bm 和 如?， 以 新 求 出 的 BO 代替 (4-82) 中 的 E, 则 
又 可 以 求 出 一 组 ao e, Ga, bi, +, Om, 五 9， 又 以 新 求 出 的 
B® RÆ (4-32) +b iy 加, 则 又 可 求 出 一 组 ao, +++, Gn, 04,…， 
bm, E”, +, Fike 指出 该 迭代 过 程 是 收敛 的 . 

Fike 还 指出 了 求 最 佳 相 对 有 理 逼 近 的 Pexes 方法 的 如 下 
修正 ， 只 要 把 Pene 方法 中 jc 一 Rd, e) 改 为 [Fo) 一 
RUA, 2)]/f (a), IPH (4-80) BOW | 

F(a?) —R(A, ao) = (CHES EP), t=1, 2, 0, V 
即 可 . | 
例 设 f(s) cos 子 mz mæli LEM 
oT ott dee? + agt? Cart +a. 
作 最 佳 一 至 逼近 . 

因为 了 (x) PARR [-1 1] 是 以 原点 为 对 称 的 区 间 ， 

Dp RA, z) 的 分 子 分 母 必 只 出 更 偶 次 寡 . 即 只 须 考虑 有 
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理 分 式 


2 4 
R(A, 2) = nitrig 


由 Teónmes Wit ANE, BEDEA EARI Wi A AREA 9 
个 点 ， 又 按 对 称 性 , 其 应 满足 

— gi = t, T= ts, =i, w [=D wÀ, 
如 果 在 Pexes 方法 的 第 1° 步 中 ， 初始 点 集 I 中 各 点 满足 类 
似 的 条 件 , 则 在 往 后 的 迭代 中 仍 会 保持 这 种 关系 . 所 以 初始 
点 集 X1={-1%, —23, —27, To, Ls, Le, Lr, Ts, Co} MA 


= 008 oan i=5, 6, 7, 8, 9, 
相应 非 线 性 方程 (4.31) 为 


Co 十 Co23 十 G424 + boa? 


(-z- cos xx;)~E=f(as), 
| aran bavi bari (B— wo Li) se =f (xe), 
| cy + aye? + aya} + bye? (— E— 00s ma) — E=f (a7), 
| 


| Co 十 caz8 十 asit bax? 万 一 cos + ats ) + B= f (xs), 


| aotar? + aya}-+ ba (—F—c0s 5 wm )—E=f (2). 


用 Pexes ARIER R, 即 可 得 到 
a@y=1.0000000241, a= —0.2874648358, 
&,=9.0093933390, b.—0.0209610796. 

其 偏差 为 如 =0.241 x10-" 


~ 1.0000000241 ~ 0. 287464835827-+ 000939333902" 
1+0.02096107962? ° 
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4-5 带 权 线性 方法 * 
H. L. Loeb 在 1958 年 的 报告 中 曾经 利用 过 如 下 带 权 线 
性 方法 ， 本 来 是 要 用 有 理 分 式 RC, x) 一 N(4, 2)/D(B, 2) 
去 通 近 给 定 函 数 了 (2)， 即 求 C-(4, B), 使 (DB, 2) >0, 
0<z<1) 
| fC2)D(B, 2)—N(A, æ) 
! D(B, «) | 
现在 把 1/D(B, +) 认为 是 权 函 数 ， 而 来 按 下 法 形成 一 个 
序列 Ce= (Ar, By), 5 一 1,2,…， 设 Or BARH, MER 
解 下 述 极 小 问题 的 解 Cr = (Ar, By), 
max TESS | f(w) D(By, 2) —N (A, x) | =min, 


关于 该 种 算法 的 理论 研究 至 今 尚未 见 到 ， 


| 
| =min, 
ie 


”可 参见 参考 文献 [63] ， 
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$3 章 
Padé 逼近 方法 


一 个 函数 的 Taylor 级 数 展开 的 系数 和 该 函数 值 之 间 的 
关系 问题 , 既是 一 个 有 趣 的 纯 数 学 问题 、 又 是 一 个 十 分 重要 的 
实际 问题 。 它 是 数学 分 析 这 门 学 科 的 基本 研究 课题 之 一 ， 又 
是 自然 科学 、 特 别 是 物理 科学 和 生物 科学 中 数学 模型 计算 的 
基础 . 

我 们 知道 ,如 果 一 个 Taylor 级 数 展 开 是 绝对 收敛 的 ， 则 
册 它 所 唯一 确定 的 函数 必然 任意 次 可 微 ， 反 之 ， 如 果 一 -个 函 
数 是 任意 次 可 微 的 ， 则 它 唯 一 确定 一 个 Taylor 级 数 展开 
式 . 

“在 利用 Taylor 级 数 展开 作 实 际 计算 时 , 往往 出 现 人 们 所 
不 希望 有 的 限制 ， 考 虑 例子 ; 


L Te) 

ro -( 72 
o1 13 ,。 141 a 
i+3 r E Ta? +e (0-1) 


BA4e>1/2M, ER Taylor 级 数 展开 式 是 不 成 立 的 ， 一 
个 古典 的 办 法 是 在 (0.1) 式 的 基础 上 计算 某 一 新 点 0<zo< 
1/2 处 的 (2) 和 各 阶 导数 值 ， 以 形成 新 的 Taylor 级 数 展 开 . 
这 种 方法 虽然 有 时 可 以 扩大 (新 的 ) 展 开 式 的 适用 范围 ， 但 必 
竞 仍 然 不 能 扩充 到 ==oo 点 ， 更 何况 这 种 方法 是 十 分 令 人 大 
烦 的 .以 下 仅 以 同一 函数 为 例 来 介绍 一 种 新 的 变换 技巧 ， 作 
ER a= w/(1-2w) 或 w=a2/(1+422), (0-2) 
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则 
f(z(w)) =(1—w) 2? 


1 l 3 a, D 35 ay 
Hg hag hag tt -„ (0-3) 


在 变量 代 换 (0:2) 下 ,点 z=co 变 为 w=1/2.， 容易 指出 
Taylor 级 数 展开 (0.3) 于 一 1/2(z 一 o0) 是 收 敏 的 ，f(oo) 的 
前 几 个 近似 值 为 
1, 1.125, 1.34875, 1.38281, 1,89990, --, (0-4a) 
它们 收敛 到 VF 1d, 如 果 把 展开 式 (0.3) 换 回 到 变 
Hee ER, 其 前 几 个 近似 式 为 


14(5/2)e 14(8/2)a+ (43/892? 
1422 ’ 1+22? 


EME ch RR. 

本 章 中 将 要 研究 的 Padé 逼近 ， 乃 是 一 种 获得 函数 有 理 
分 式 逼 近 的 特殊 技巧 ， 作 为 例子 ,我 们 考虑 (0. 的 下 列 形式 
的 近似 式 


1, -, (0-4b) 


a+ba > 
cdr (0-5) 
i(0-B ARTERY O- DRG A EMH A, RAMEN 
式 
341/4, 1 5 D, 1% 
i/ lt EE t a 


(0-6) 
asco 时 , 它 的 近似 值 为 1.4. 这 个 结果 比 (0.4a) 中 任 一 结 
HARAI, Gest 
t+ 13/4) 0+ (44/16) 24 (0-7) 
1+ (1 /4)e+ (29/16) 
的 展开 式 就 有 前 五 项 与 (0.1) 式 的 前 五 项 重合 ， 当 zw 一 oo 时 ， 
EMEA 
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= 1418798108, (0-8) 


《0.6)、(0.7) 往 下 的 近似 式 分 别 给 出 == ce 处 的 近似 值 为 
1414201188, 1.414218198, 1.414213552, ---, (0-9) 
(0-9) +h 28h Fy 28 = EE BER + — (0-1) 
前 十 一 项 重合 的 有 理 分 式 ( 分 子 、 分 母 各 5 次 ) 得 来 的 ， 它 同 
MV 的 精确 信 的 误差 为 10-8. 
我 们 也 可 以 从 Taylor 展开 式 (0.3) 出 发 来 引出 相应 的 有 
理 通 近 式 | 


1— Tw 1-3 445 . 
4 -4 16 
L a o (0-10) 
— — 97/7! 一 -一 一 一 一 -一 : 2 
1 7? 1 qe tye 


它们 依次 与 (0.3) 展 开 中 的 前 一 项 , 三 项 和 前 五 项 的 系数 相 重 
Ea. (0-10) PERE w= 1/2 kh MMF w= co 处 ) 的 值 分 别 


为 
41 


297 < 

这 些 值 同 关于 % 的 Taylor 23 Re IP AO- 1) 3R RA E 
式 的 近似 值 ( 见 (0.6) ~ (0-8) XR) AY. 这 是 一 个 有 趣 的 
事实 .下 面 将 集中 讨论 用 有 理 函 数 来 表 近 用 Taylor 级 数 记 
定义 的 函数 问题 . 


1, 1.4, 


§1 Padé H 近 * 


B SOE FRU MT EL 
F(a) = Saja (1-1) 


”可 参见 参考 文献 [1 币 . 
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f(e) i Padé 逼近 为 


[L/M] =P1(«)/Qu(2), (1-2) 
其 中 Prle) € Az, Quy (2) EH 的 系数 由 下 列 方程 所 确定 
Prila) L+M+i . 

f (2) Gutay =0 (g, (1-8) 


显然 当 着 在 分 式 PLEO HAY TARE IA R A HE E 
零 常数 时 , 分 式 的 值 将 不 至 改变 ， 因 而 可 假定 标准 化 条 件 
Qu (0) =1.0, (1-4) 
并 且 还 假定 Pzi(w) 和 Qu(%) 无 公共 因子 存在 .车 记 
Pila) = Pot pet + pe", e} 
Qu (2) =1+ 910+ ++ Gua, 
则 以 Qx(w) 乘 民 '3) 式 并 比较 等 式 两 边 同 次 宕 系数 , 可 得 关于 
Pos Pry °°, Pas Qa; 7°, Ou 的 线性 方程 组 : 
to = Pos 
Ci 十 Co91 一 01， 
C2 491 + a073 = Pa, 


(1-5) 


一 一 一 一 一 一 一 一 


(1-6) 
Grt aril +0gr,= Pr, 
Orsi + G01 二 "二 Gr yri9u =Ù, 
Grau taru- t argu =0, 
其 中 规定 了 
a,=0, # n<0,; 
af (1-7) 
9 三 0， 8 5>M, 


有 些 作 者 , 常 把 [Zi] 记 为 LM, LIRL, M], HRB NEB 
al, 我 们 只 采用 记号 [L/M]， 并 且 记 
L+M=N, L-M=J, (1-8) 
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顺便 需要 指出 的 一 点 是 ， 如 果 把 我 们 所 作 的 标准 化 条 和 件 
(14) 改 为 要 求 
Q(z) #0", (1-9) 
则 Padé aire MHA AE. PMS 
fæ) =1+2?+a*+--- 
BD=M=1 时 , 按 条 件 (1.9), 不 难 指出 
Pi(%) =Q;(a) =%, Pi(%)/Qs(4) =1 
满足 
Qux(z)f(D 一 Pr(o) 一 Ort) . (1-10) 
而 不 满足 (1.3) 式 ， 事实 上 , 当 采 用 标准 化 假定 信介 时 ， 
Py (2) = pot pie 和 Qi(z) = 14g 的 系数 应 该 满足 线性 方程 
#4 (1-6) xX, 即 
por, 
0+1.q =m, 
14-0-¢,=0, 
而 这 显然 是 不 可 能 的 . 
今后 我 们 将 假定 标准 化 条 件 (1. 名 恒 成 立 . 
定理 1(Frobenius-Padé 唯一 性 定理 ) ERRERA f(z) 
的 [L/M]Padé jit REE, 则 必 唯 一 . 
证 明 假定 形式 只 级 数 f(w) 有 两 个 EL/M] Padé hie 
在 ; 
XY le) 和 UN (a), 
Hep Xæ) U) EH, 了 (x).V(z) EHu. 根据 条 件 (1.3)， 
vA 
X (a) /Y (@) -U(a) /V (2) =0 (H, (A11) 
SAYO -V (we) RA 11) Ripa, 可 得 
* 这 个 条 件 是 Frobenius 和 Padé 原先 采用 的 条 件 。 
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X (@)V (Œ) —U (@) ¥ (£) = O(a Et) | (1-12) 


可 是 X (a) V (x) -U (2) Y (a) € Ais, 
‘Pb A (1-12) RAH SES BR, HD 
X (a)V (2) SU WY (æ). (1-13) 


BFX@MSY@AR, UMSV@®ARAY (0) =y (0) 
=1, MA Y (e) MV (o) RHE. WY (2) ,三 (o) 通 除 (1.13) 
式 两 边 , 得 

Xle) _ UG) 

HOMON 


定理 1 得 证 . 
定理 2(Jacobi) ” 设 方程 组 (I.6) 非 奇异 时 , Padé IA 
下 述 表达 式 


QL-M+1 GL-H+2 HI 
det Gr, .- 


Grad . Grae 


L L 
a + 3 4 4 J 
Daut D Gynt oo Daye? 


pea | 一 
[L/M] -—- Fa S L, (1-14) 
Gi-mt1 QL-Mt2 ° Gn+a 7 
: : . » | 
det . . . 
ay, QL+1 tee Gham 
Lo g" m-i wee 1 d 


其 中 除 假 定 民 -7) 式 成 立 外 ， 当 求 和 号 中 下 指标 超过 上 指标 
时 ,规定 该 和 为 零 . 
事实 上 ， 若 记 (1.14) 右 端 分 子 、 分 母 分 别 为 (2)、2(%)， 
则 由 行列 式 性 质 可 直接 验 明 
f (Ce) v(@) —u(a) =O) | 
采用 行列 式 的 消 法 变换 , 1- 和 还 可 化 为 更 紧凑 的 形式 . 
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事实 上 , 分 别 将 分 子 、 分 母 两 行列 式 的 第 之 列 减 去 第 ?TIL 列 
的 z 倍 (=1, ---, 用) 即 可 得 到 


QI-M+1™ TUL-N+2 °° CE HAL+1 Gr+a 
det aL- TaL+1 see Qr4¥-1 TL+ Gri 
L 
Lt SY yd 
L =ar oe rv a 
[D/M] = i — A 
Qr-u+1 T VEr-M+2 | Gy, CAL+4 “et 
det > s : : 
QL TAL+1 see) Orm- Tarim rar | 
0 e 0 1 
(1-15) 


现 将 上 式 右 端 分 子 所 示 的 行列 式 的 第 了 列 (j 一 1,…, M) 
的 “二 :倍加 到 第 用 +I 列 上 ， 则 该 行列 式 的 第 做 十 1 列 元 
素 依次 变 成 


L-M 
-U 一 其 了 
VAATE RUA s s, GLT ’ Dag . 
j= 


-3 _ 
Qr-H+IT 一 VCQCP-MHf+3 OL TALt1 QL-M+1% i 
: 。 : oy 
det Q,— VAL+1 "e Gru- TaLe ALG 
1 1 L-M 
L L 
一 CPM4LZZ+ 一 GIVE+ > az’ 


[DM 名 - 


ar-y+1 OLAMta ° aL — YAL+1 
det : É : 
az 一 Zrii re Grape 
(1-16) 
如 果 将 上 式 分 子 按 最 后 一 列 展开 , 则 可 得 到 
[L/M1 = S amta (TL/M WL/ MD/ M)], 
0 (1-17) 
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Hp W(L/M) AF R E Re R dE RE 
CTL-H+L 一 CT-M+3 °** Ay 一 ACTATI 
wan -| : : ) 
C5 一 和 CIHL L+HMt1™ Vapi 
Wieo(L/M) erat 
w(L/M) = (Cr-artdi Qr-Mm+e, °°"> ay)". 

#j<0, Wi a=0, HLM, M(L-17) A Sae'=0, 
其 实 (1:17) 对 于 MS 141 TE RS, EREA A 
负 短 次 方 项 . 

采用 完全 类 似 的 办 法 ,还 可 得 到 

[L/M] = Stag! 

elt" fey? ((L+M)/M)W-1(L/M)w((L+n)/M)1, 

(1-18) 

其 中 O<n< WM, 

在 实际 应 用 时 ， 常 把 各 个 Pad6 逼近 列 成 一 张 所 谓 Padé 
表 : 
[0/0] [0/1] [0/2] [0/3] [0/4 
[1/0] [1/4] [1/2] [1/3] [1/4] 
[2/0] [2/1] [2/2] [2/8] [2/4] = (1.19) 
[3/0] [3/1] [8/2] [8/3] [8/4] 


[4/0] [4/1] [4:2] [4/3] [4/4] 


上 上述 Padé 表 中 的 第 一 列 上 各 元 素 ， 愉 为 原 洲 Taylor 级 数 的 
部 分 和 |. 
例如 e 的 Padé 表 可 列 于 下 ， 
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表 1.1 of fy Padé % 


9 


2—2r +r? 


1+ | 64-22 
1 2—% | 6 一 45 十 借 
2426+ 6 十 47 十 22 | 12462-4227 
1 6 一 27 12 —sa+2" 
3 64624322423 244-1824 1622 4-23 60+362+ 92? +28 
` 6 24— 6r 60—24 + 3T? 
a (24+ Aw +1202 d8-+ a 1120-49604 3602+ 843-408] 3604-24004-7244- Bata 
7 24 120— 24y 360 —120r 412m 
= 
\ 3 4 
L\ 
0 | 6 24 
| 6 — r+ 32? — 22 24— 24r 412r — 4t a4 
1 24+-6x i 120+ 24a 
| 94— 182+ 6 — 2 120—967 F30 8NF rt 
2 | 60 十 24r 十 322 360-+120a +1222 
60 — 35r- Ga? — 23 360 — 2402+ 72a? — 1203-44 
3 | 120+ 604+ 1202+-23 840+ 3602+ 6022-+ 428 
| 120 — 60st 1222 — 28 $40 — 4802412022 — 1628-24 
4 940 +4800 -+12022 -+1623-a4 1680-+4+8409+1802?+42023-+ 24 
840 — 8602-+ 6002 — 48 1680—840n--18039— 20792 gt 


# 1-1 中 对 角 线 上 各 Padé [1/1], [2/2], [3°3] Al [4/4] 
在 “= 工 处 的 值 分 别 为 ， 
19 193 2721 
“7? 7 和 1001 ° 
这 最 后 一 个 近似 值 2721/1001 与 e ARIE = 10-8. 
实践 表明 , 当 L4+M=N 为 一 确定 常数 值 时 ， 也 即 Padé 
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3, 


逼近 的 分 子 和 分 母 次 数 的 和 为 一 常数 值 时 ， 只 有 当 卫 = MK(N 
为 偶数 ) 或 | 一 M1 一 1(N 为 奇数 ) 时 ,其 精确 程度 为 最 好 . 例 
如 ,在 表 1.1 中 ，Padé 逼近 
[2/2] = (124+ 62+?) /(12—6a-+22) 
BELG [4/0], [8/1], [1/3] A [0/4] 9 BE, 
例 MACK thue, “1<2<1, y= 5 m3 的 有 理 通 近 


R. SER (tho) /x 的 [2/4] He Padé HIE Raale), HU 
tRe, (2) (EA thye WARBER. HE (th uw) /a 的 Maclaurin 
级 数 


thugs _ we ue ， Hw 62w a 
与 (1.6) 相 应 的 方程 组 为 (pi = 92 = 93 =) 
[Poe 
= Ht ae 
| 2e 3 + de, 
1 ou Bs 
| T -5 Got uqa =0, 
| - 
_ AT" we 
Lig tap eg 0. 
解 之 , 即 得 
3 
Ps(%) 
Ql) = Bul ot Heat, 
FAA wh [2/4] Padé aa AK 


Ra a(n) — F22) __0-5403061443 + 0.015785344827 
2  1-+0.129315900127 +0 .0008670087a"* 


— 1939 一 


在 实际 问题 中 , 常 以 Prl) —f (w) Qu (a) HY Maclanrin 展 
开 的 第 一 个 非 零 项 作为 衡量 (2) 的 [L/Padé myt Pr(e)/ 
Qx (4%) 误差 的 一 个 量 . 

以 “Ra a(x) Hit thus 时 , 其 相对 误差 函数 为 


th 
1 Pale) - Gly = 


THs, a(x) — th ua _ x 
th ug ~~ Qa(a) th uw 
x 


因为 Pale) —Q, (2) EE 的 Maclaurin 级 数 的 第 一 个 非 堆 


T 


项 为 一 ww*/99225. 于 是 相对 误差 函数 近似 为 


有 (a) 地 
99225 æf (ie) T ). 
因为 当 —1<c<i 时 ， 

a> 且 Mésthy, 


所 以 在 [一 1 DLA 
pe 8 
~ 99225 7 


2b W =0. 9177+» X10-7<0.918x10-7, 
Qula) ET 


99225 th u 


AAS EME DR, 其 相对 误差 界 为 0.713 x 10-7, 

Padé 于 1892 年 曾经 给 出 下 述 定义 : 

定义 ”每 级 数 导 ' 蕊 和 由 它 组 成 的 Pad6 表 说 是 正规 的 
(Normal), 如 果 对 一 切入 p>0, HA 


Cpt1 aute * Gy 


CCM/p) = det #0, (1-20) 


| a Qi+1 ttt Baty t 


Padé 曾经 指出 ， 并 非 每 个 函数 的 Padé BME. A 


— 110 一 


16. United States v. Imperial Chemical Industries, 100 F. Supp. 504 
(SDNY 1951); United States v. The Watchmakers of Switzerland Information 
Center, Inc., 1963 Trade Cases Section 70,600 (SNDY 1962); Continental 
Ore Co. v. Union Carbide & Carbon Corp., 370 U.S. 690, 82 S. Ct. 1404, 8 L. 
Ed. 777 (1962); De Beers Consolidated Mines v. United States, 65 S. Ct. 
1130, 325 U.S. 212, 89 L. Ed. 1966 (NY 1945); United States v. National 
Lead Co., 63 F. Supp, 513 (DCNY 1945), aff. 67 S Ct. 1634, 332 U.S.319,91 
L. Ed. 1438; United States v. Sisal Sales Corp., 47 S. Ct. 592, 274 U.S. 268, 
71 L. Ed. 1042 (NY 1927); Branch v. Foderal Trade Commission, 141 F. 2d 
31 (7th Cir., 1944); Steele v. Bulova Watch Co. 344 U.S. 280, 73 S. Ct. 252, 
97 L. Ed. 319 (1952); Vanity Fair Mills Inc. v. T. Eaton Co., 234 F. 2d 633 
(2nd Cir., 1956); cert. den. 352 U.S. 871, 77 S. Ct. 96, 1 L. Ed. 76; United 
States v. Standard Oil Co., Trade Cases Section 70, 8119 (SNDY 1963); 
Occidental Petroleum Corp. v. Buttes Gas and Oil, 331 F. Supp. 92 (CD Cal. 
1971); aff. 461 F. 2d 1216 (9th Cir., 1972); cert. den. 409 U.S. 950 (1972); 
United States v. Bechtel Corp., Civil no. C76-99 (ND Cal. 1976), consent 
decree, International Legal Materials (January 1977), vol. 16 p. 97; United 
States v. Alkali Export Ass’n, 86 F. Supp. 59 (DCNY 1949); Interamerican 
Refining Corp. v. Texaco Maracaibo Inc., 307 F. Supp. 1291 (DC. Del 1970); 
United States v. General Electric Co., 92 F. Supp. 753 (NJ 1949). 

17. The Netherlands, Great Britain, France, Switzerland and others. See 
Becker, “The Antitrust Laws and Relations with Foreign Nations,’ New 
York State Bar Association, Section on Antitrust Law, Proceedings, pp. 41, 
58; See also Haight, International Law Association, Report of the 51st Con- 
ference, Tokyo (1965), pp. 565-592. 

18. International Law Association, Report of the 55th Conference, New 
York (1972), published in 1974, “Extra-territorial Application of Restrictive 
Trade Legislation,” art. 6, p. 175. 


19. Ibid., p. 113. 

20. OECD, Guide to Legislation on Restrictive Business Practices 
(1976), 4th ed.; for example Germany and the EEC. 

21. 288 F. 2d 545 (9th Cir., 1961). 

22. 375 F. 2d 882 (5th Cir., 1967). 

23. Supra n. 18, art. 5, p. 174. 

24. District Court of Jerusalem, Judgement of 11 December 1961; 
American Journal of International Law (1962), vol. 56., p. 805. 

25, Case of the S.S. Lotus, PCIJ, Series A, no. 10 (1927). 

26. District Court of jerusalem, Judgement of 11 December 1961, su- 
pra n. 24. 

27. International Law Association, supra n. 18, Art. 3, p. 174. 

28. PCIJ, Series A, no. 10 (1927). 

29, International Law Association, supra n. 18. 

30. Ibid., art. 4, p. 174. 

31. Ibid, p. 171. 

32. Court of Justice of the European Communities, especially cases 
48/69, 52/69 and 53/69 (1972). 

33. International Law Association, supra n. 18. 

34. “xtra-territorial Application of Law — General Principles,” Pro- 


243 


A+BLPu(a)/Qu(2)] 
CAD Pula) Qua) (1-21) 


EÈ {A+Bf(x)}/{C+Df (zw)} 的 (M/M] Padé EER. 

证 明 于 分 式 (1-21) 的 分 子 分 母 同 习 以 Qx(2)， 则 它 变 
成 pu 《zx) /qu(z) 的 形式 ， 出 (41.8)、(14'4) 以 及 假设 条 件 ， 可 
知 

gu(0) =CQy (0) + DPy (0) =C + Df (0) +0. 

因为 (1.21) 的 里 级 数 展开 与 {A+ Bf (x) }/{C+ Df e)k R 
BB EF LH 0(w2*+1)、 于 是 由 (8) 和 唯一 性 定理 1, 可 
qe BE OS RZ. 

下 面 定 理 指出 Padé 有 逼近 在 Kuler 变换 下 是 不 变 的 . 

定理 6(Edrei-Baker) 设 Pu(2)/Qu(2) 2 f (œ) 的 [M/ 
M] Padé 逼近 , 则 

了 PPx( 4 (1+ By))/Qu(Ay/(l+By)) (4:22) 

Æ f (4y/ (1+ By) By [M/M] Padé Bik. 

事实 上 , RAEC DWAT EL + By), 则 
该 分 式 的 分 子 . 分 母 的 一 般 项 为 

[Ay/ (i+ By)]’(1+By)” = (Ay) +B", 

EP UM 阶 多 项 式 , 因而 此 时 (i122) 式 变 为 py (y) /qu(y)， 
其 中 puly), guy) EHu. MBB ony) /gu OER y We 
级 数 , 其 中 用 到 Pu /Qu Al (1+ By) -的 展开 式 , 则 不 难 发 现 这 
SB A fC Ay/ (1 十 By)) 的 短 级 数 展开 式 中 vy 项 以 前 
各 项 和 是 一 致 的 。 所 以 由 唯一 性 定理 1， 可 知 pa (a) /qa (2) 
是 所 求 的 Pad6 逼近 ， 定 理 6 证 完 . 

由 定理 6 和 定理 5, 显然 可 知 下 述 不 变性 定理 成 立 . 

定理 7( 不 变性 定理 ) 设 Pulou) E fae) K M/M] 
Padé jit, H C+ Df (0) #0, ny 
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A+B| Pu (ra a(z] 
o+D| Pu( (a )/ eu 人 tia) | 
是 函数 


{A+ Bf fay/(1+ By) ]}/{C+ Dffay/ (+ By)]} 
Ay [M/M] Padé Hik, 


§2 Padé 逼近 的 递 推算 法 


实际 计算 Padé 逼近 式 的 方法 有 许多 ， 例 如， 可 以 直接 
RRR ETT AA (1-6), Bae A (1-16), 2-17) ZR SS. 
显然 , RR BPE IY DM 较 小 时 才 真 正 是 可 行 的 . 本 
节 中 ,我 们 将 介绍 Padé 逼近 计算 中 的 一 类 递 推算 法 . 

作为 一 种 准备 , 下 面 先 介绍 Sylvester 行列 式 恒 等 式 . 设 
M f—* xn Se, f fe Ein E, hf ge nxi i 
阵 ， 考 虑 年 阵 


Mh g 
4=| e dl, 
c b a 
其 中 a, 5，4 和 是 数 ， 由 行列 式 的 运算 性 质 可 知 
Mhg 0 Mhg0 
det A.det M = fedo = fedo 
c bac c bac 
000M MhgM 
M h g 0i 
fed 0 
“lo b ae 
OA gM 
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SBA WM FIR AB wm 十 工行 作 Laplace 展开 , 可 得 
get Ardt M1? ae M g b e 
SA | el lg MI |f alla M 


若 记 An, res …s 为 在 矩阵 4 中 删 去 ra o n IT Hea, 
ee, Su 列 所 得 到 的 子 矩 阵 , 则 上 式 又 可 记 为 
det A+ det Anti n42inet, nta 

=det AnsontatdetAntinti— det Antanti dot Agstinte. (2-1) 
因为 一 个 行列 式 中 , 既 不 在 同一 行 , 又 不 在 同一 列 的 任意 两 个 
元 素 都 可 以 用 换行 、 换 列 的 变换 方法 换 到 对 角 线 的 位 置 
ati, n+1)Al(n-+2, n 十 2) 上 (符号 可 能 变化 )， 所 以 由 
(2 了 还 可 以 推 知 下 述 Sylvester 行列 式 恒 等 式 

det A-det A, spa 
=det 4,.p* det Asa— det Ardet Asy. (2.2) 


下 面 我 们 回 过 头 来 研究 Padé 逼近 的 递 推算 法 . 
先 介绍 所 谓 两 项 恒等式 ， 按 上 节 (1.8) 式 , 可知 
f(a) — PY (2) /QP (a) = O(a), 
F(a) — Pits @) /QP (a) =O(at*™), 
此 处 = 上 上 一作 如 (1.8) 式 所 示 . 
HORE FAAR, HRU @ 外 (2) Aha, F 
是 可 得 


PE (@) Qi? (@) ~ PP (@) Qa (@) =O (eet) | 
(2-4) 


AA (2-4) NA I+ MI 的 多 项 式 ， 所 以 
(2-2) 0 SEA M as, 由 (i114) 和 正规 化 条 件 QiP (0) 
=C(L/M) (其 中 CCL/M) 如 (20) 所 定义 )， 其 实 还 可 以 算 
出 该 项 系数 为 
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(2-3) 


—C(L41/M+2) :0(L+1/M) 
+O(L/M+1)-0(L+2/M+1), (2:5) 
By PP (w) Hh a ey (— 1) MC (L/M +1), Tit Q9° (a) 
oY 系数 为 (一 1) 4O(L+1/M), 按 Sylvester 行列 式 恒 等 式 ， 
我 们 可 以 重新 表示 (2.5) 式 , 而 得 到 
Pin) _ Pye) _ [OC(L+HI/M+TD] r . (2.6) 
raw) Ql) QL (@) QP (x) 
按 完全 相同 的 方法 ， 我 们 还 可 以 得 到 其 它 一 些 两 项 恒等式 . 
如 


PEP œ) _ PP) 
UPE) WoO 
_ C(L4+1/M)C(L+1/M +1) abt ttt 
QE) OP) 
PED) PY (a) en 
QP @) Oe) 
_ CL/M+1)CL+1/M +1) abt 
QP @)QY (@) f 
PED (e) Pi (vm) _ [C4 1/M+ 1) Vat 
APO OFM @) EO 和 
PHP (e) _ Py YP (2) 
APE TG) (2-8) 
| O(L/M+1)C(L+1/M)a!™ | 
_ [+O L/M)CL+1/M+1) abut 
GMa) OPP) 


和 de C(.L/M+D0L4+1/M)zh¥ ` 
PẸ- PY? (a) _ PY? (a) _ CL/M)O(L41/M+1)ght #4 
Gy QP) vrr) QKI (a) ° 
(2-9) 
利用 两 项 恒等式 , 可 以 建立 交 比 恒等式 ， 所 谓 交 比 , 乃 指 
下 列 形式 的 比 式 
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Lazza) (23—%4) _. | 
(ayaa) Gena) A (2-40) 


其 中 Zł; Za, 23 rll ea 在 分 子 、 分 母 中 皆 册 更 一 次 . 
-H za, Ze, 23 Al za Ae Padé 表 中 四 个 相 邻 的 Padé 逼近 时 ， 
我 们 来 计算 交 比 值 (3.10).， 当 它们 如 图 2*1 所 示 时 ， 由 恒 等 
式 (2.7) 就 能 够 写 出 
{[E/M]—[L/M +1] 4[L+1/M]—-LL+1/M+1]} 
{[L/M] — [Li MI {[L/M +1] —[L+1/M+1]} 
| { 一 COANTDCCTIATTDaoc 号 | 
-f—C(L+1/M4+1)C(L4+2/M+ Iv 
| {~O(LHI MOLA Mtn | 
e {-O(L+1/M+DO(L+1/M+2)g1*¥+2}j 
_ C(L/M+1)C(L+2/M+1) 
O(L--1/M)O,--1/M +2) 
对 于 图 2-2 所 示 的 情况 , 由 (2.8) 积 (2. 人 可 推 得 
{LL/M]—(£4+1/M-+1)}- {{L+1/M] —[(L/M+1)} 
{L.L/M)—[L/M+1]}-{(h+1/Mj —[(L+1/M+1)}} 
c [O+1/M+1)]3e x 
OL/M+1)C(i+2/M+1) : 


HH (2-11) F (2-12), 可 知 | 


= const, (2.11) 


(2+12) 


~ 人 | 7 | 
— 
ZIN I 
-La i 
L+1JM I++l 
(公式 (31)) (公式 (8.12)) (公式 (2.13)) 
图 2.1 图 2.2 


* ycr 表 东 yy 与 x 成 正比 ， 
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{{L/M]—[L-+1/M+-4]} {(L+1/M]—[L/M+1}} 
{[L/M) —(L-+1/M]}-{E/M-+1)—[L+i/M+1)} 
[O(L+1/M+1)}%e (2.18) 
“OFL MFA 
STE 2-3 记 示 的 情况 ,有 
{(h/ 0) EDEL NY AL M+1] IL+1/M]} 
(7M TI {LI} 
OGAUaDCUALANADa 
CiL/M+DCL+2/My ~ (2-14) 
{[L/M]-[L-1/M+1]}{[L+1/M]J—[L/M+1]} 
< {LL/M]—[L+1/M]} {LL—1/M+1]— LL/M+1]} 
_ O/M+DC(L+1/M+1)a 
OT MOT M+ M (2-15) 


(AR (2-14)) (公式 (3-15)) 
图 2.3 


从 交 比 恒等式 和 两 项 恒等式 ,我们 可 以 推导 Padé ir ag 
三 项 恒等式 .假设 从 (2.10) 中 解 出 a W 
~ to (23—t4) — Za (2o — 24) R 
“1 a wah in i (2-16) 
MRE 4(t=1, 2, 3, 4R A Padé 逼近 
a= P/Q, +=1, 2, 3, 4, 
WAMA (2-16)443 
Py PP QP a) — PaP Qa PROAR 
OQ PRU UP) Pd PRR 
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(2-17) 


利用 两 项 恒等式 , 可 知 上 式 括号 中 的 量 是 一 个 简单 短 函 数 . 并 
且 只 要 适当 选取 4 一 P/Q 如 (2:11) ~ (2.15)), 则 加 也 是 一 
个 简单 宕 函数 ， 于 是 只 要 将 (3.17) 右 端 分 子 、 分 母 同 乘 久 基 
个 公共 因子 , 则 可 将 之 正规 化 ， 这 样 就 可 得 到 P,(z) 和 Q(z) 
都 满足 的 具有 简单 系数 的 三 项 递 推 关系 式 ， 当 Bete Pla) 
或 者 @(w) Bt, Baker™ 给 出 了 下 述 Frobenius MJE (或 方 
P EZR: 
&(L+1/M)S(L—1/M)— SL/M+1)8(L/M -1)= S(L/ My, 
(2-18) 
在 本 书 第 五 章 § 8 中 ， 我 们 还 导出 了 Wynn([83]) 恒 等 
式 


1 十 1 
[L+1/M]— [L/M]  [L—-1/M]— [L/M] 


1 1 
/+ EM RT ey °°" 


它 反映 了 Padé 表 中 以 [LL/ 有 为 中 心 的 十 字 架 上 5 项 之 间 的 
相互 关系 ， 当 Padé 表 中 前 两 列 已 经 算出 的 情况 下 , 我 们 可 以 
直接 采用 Wynn 恒等式 (2.19) 而 依次 算出 以 后 各 列 来 . 

有 了 这 些 恒等式 以 后 , 下 面 进一步 来 讨论 Padé 逼近 的 递 
推算 法 问题 . 

首先 考虑 确定 点 处 Padé 逼近 值 的 计算 问题 .在 这 方面 ， 
Shanks-Wynn 的 es- 算 法 和 Bauer 的 人 算法 是 特别 有 效 的 . 
有 关 ?- 算 法 ， 我 们 将 在 第 五 章 8 8 中 专门 介绍 ， 这 里 只 介绍 
F. L. Bauer 的 六 算法 (人 参见 [42]). 

(oO =m aata, a= l, 


9 算法 是 形成 这 样 一 张 人 数组， 
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Nu 


= Cm) __ 
nf” = 90, ny" = lm, 


E ) m+ +1 
nat se =n P P, (2-20) 
1 11,41 
em) am) nio mi) 
Tt nO mt Tn 
由 琵 可 以 写成 一 张 "阵列: 
; C0) 
a) : ni (0) 
10 i a 7,3 (0) 
(2) : mi C1) (9) 
K | (2) nè (1) (0) 
(3) | G (2) "3 (1) ” 
0 i (3) 2 (2) "a 
w im 63) Ts : 
wi 4 
: i ni : 


它 的 第 一 .二 列 可 由 初始 值 给 出 , 而 第 三 列 以 后 各 列 都 可 按 递 
推 关系 (2.20) 所 给 出 的 菱形 法 则 逐一 算出 ， 

关于 算法 和 Padé WEHR K, 有 

定理 8(Bauer) ”车 所 指 的 量 都 存在 , M 


om = det (A'* 4am) hg=0° det (A amt) 7l0 
n iti 一 +9 = 
det (AHH En) azio ‘det (AH ang) preta 


o. (2-21) 
na — det (Atam) i 5-0" det(4 Am1) $420 
K det (dH an) g yo det(A ani 
` m—1 2n4+1 
[mnnn Syri+ Sink”, 
m1 2n42 (2-22) 
[mennta Sit Sak”. 


”有 关 证 明 请 参阅 文献 [42]. 


公式 (2.22) 给 出 了 由 阵列 产生 Padé it Kh Fel 
处 值 的 一 种 计算 格式 ， 这 种 算法 是 容易 在 计算 机 上 实现 的 . 

以 下 将 给 出 Baker 关于 一 般 Padé 逼近 的 递 推 算法 ， 其 
具体 计算 公式 为 


= 1149 — 


syg 09) ee) . 


其 中 {rz)} 和 {9.(w)} 有 递 推 公式 
rolm) = $ aya", Oo(@) =1; 
a . (2.24) 
m (s) 一 d ax, A(t) =]; 
nyl) = (7aj-a7aj—a (z) ENa- (a))/ "esa , 
Os; (a) (794-189; 2 (a) 一 化 ?72f 一 s03 -1 (a) ) / Nej—1 (2 , 25) 
P+1 (=) _ (Masale) — Thain, aj(@)) / (he; — 793-1) 
Baa) (ab li(z) — oO C2)) / (1923-7241) 
OL) Ue o BO] 的 系数 ， 上 式 中 之 所 以 
要 除 以 hays 和 和 一 和 ja 是 为 了 保证 正规 化 条 件 Qi(0) =1 
FE i 


§3 Padé 逼近 的 应 用 举例 


Padé 逼近 具有 十 分 广泛 的 应 用 .特别 是 在 理论 物理 的 
研究 中 , Padé 逼近 是 一 种 相当 有 力 的 工具 ， 册 于 本 丛书 中 有 
徐 献 瑜 教 授 关 于 Padé IEW STE, ARATE Padé 
逼近 的 两 个 方面 的 有 趣 应 用 作 一 简要 介绍 . 

3-1 Z Ligh) Padé 逼近 一 一 Prony 方法 

Prony 方法 是 一 种 获得 指数 型 非 线性 遥 近 的 方法 ， 亦 即 
在 已 知 2n 个 型 值 


fail) =f;, +=0, 1, =, 20 一 1 (3-1) 
药 情 况 下 , 确定 形 如 
falt) = Ae (3-2) 
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TH 


BERF H 2n 个 参数 Aj, wry Ay; S1, °°'s Sa 的 一 种 方法 ， E 
H THPKR. 
引入 新 的 变量 


和 相关 的 变量 mw， 
Sie! = (1—21) (2-22) = (0—2), O,=1, (3:3) 
这 样 一 来 , bo ee (3-2) SOTA BEB RE (8-1), 即 等 
价 于 要 求 
fÈ, i=0, 4, nl. (3-4) 
由 (3.3) 和 (3.4)， 可 得 
È fad 42h ba 


=$) Aä{ Daas} =0, k=0, 1, =, n—1, (8-5) 
因为 由 一 二 于 是 上 述 方程 组 可 改写 为 
Sew ae= — fern r=0, 1, =, n—=1, (8-6) 


从 上 式 解 出 未 知 的 Co, 04, e, Oni, 然后 根据 (3.3) 式 ， 去 求 
解 代数 方程 式 
2 十 00 一 0， 


得 到 它 的 % 个 根 和 为 , 各, …, 为 。 然 后 按 公式 


s= ar logt, j=], 2,0, m (3-7) 


即 可 确定 (3.2) 式 中 的 指数 ss， 景 后 下 由 (38- 公 中 前 n 个 方 
程 组 成 的 方程 组 解 出 (3.3) 式 中 的 各 个 系数 A1,，4s，…，4,. 
这 就 是 熟知 的 Prony 方法 . 

下 面 我 们 来 说 明 , Prony 方法 从 实质 上 来 说 ， 与 某 相应 
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SAN RARE qi- Ne een EES nate 


Z 变换 的 Padé 逼近 是 相通 的 ， 
75 iB f(t) 2 变换 
F (D) =fot fae ttt fon 1 ter, (3-8) 
因为 iy 2 RRA 
Heh- 


z= 2," 
所 以 由 (8:2) 所 给 出 的 fo() 的 2 变换 应 具有 


n _ n-i cee beg pA 
F(z) = Apl 十 Cr-_42 “十 1 3-9) 
@) 2 Apa oe HA o ( 


的 形式 ， 今 欲 使 由 (3.9) 所 示 的 有 理 公式 (恰好 是 (3.8) 
中 F*(2) W Padé iB ur, BE 
yt Oya 十， 十 Gd 
= (Hanat + Faget a0) (fot far + 
十 fon-12 OP +), 
ELBE MA 2” Bl) 2 OY BY eT UK ER AY, 可 得 Qn 个 方程 组 成 的 


线性 方程 组 ; 
f fo = Gy, 
fon- t f1= an1, (3-10) 


ae 


l foor faet -t+ fn-20n-1 + fn-1= t, 
( foto + fiort t+ fn-i0n-1+fn 50, 
4 fiot frant "+t funit Fass =9, (3-11) 


ERETT eee ee eee ee ry 


Fn~100 +f nda + etf an-an t fen-1=0. 

BR, GIDACG DEZE. Aa Padé 逼近 式 
《3.9) 中 的 {oy} 以 及 由 此 而 确定 的 {27}, ds) 等 恰好 是 Prony 
方法 中 所 要 求 的 那些 量 ， 因 为 


z$ Ayes =} pa Az 
fi Gi 


— 7, 
<j 
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所 以 在 从 (8.11) 中 解 出 各 ;的 基础 上 ， 由 (8-10) REK ag. 
然后 形成 (3.9) 中 的 玖 (2), 再 根据 恒等式 


二 F@- DAL, (3-12) 


fl 2—3; 
最 后 求 出 各 个 系数 Ar, As, s Án. 
以 上 分 析 说 明 ，Prony 方法 从 实质 上 说 ， 确 实 可 以 作为 
RKA 2 变换 的 Padé URN HM. 
Wl 设 f() 是 单位 方形 脉冲 
1, 40<i<i, 
FO =4 1/2, 4t=1, 
0, HEA. 
车 选择 % 一 3， 了 一 1/8, 则 型 值 点 为 
g=0, 1, 2, 3, 4, 5, 
fı=1, 1, 1, 1/2, 0, 0, 


于 是 
Fiz) = Gg? + aa? + a2 
i 2+ aez*-+ ayz+ ao 
一 工 十 和 1 十 +e oP fea oer, 
而 相应 的 (3.11) 方 程 组 为 


[ao+o 二 mg= —4 


9? 


oo 十 oa 十 于 mg 一 0 


ay +5 =0, 


其 解 为 
a=—1/2, a=1, a=—l1, (3-13) 


PAON 94) HE FP — 2? 2-1/2 的 零点 为 
z1 =0. 64780, Za a =0. 17610 + 20. 86072, 
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LAMAN ae ROME ke 


根据 前 面 的 公式 , falt) RAE 
sı= —1.30254, ss 3= —0.38847 4.44. 10697, 


以 (3.13) 的 结果 代入 (3.10), 得 到 


a@3=1, ag=0, a=1, 


所 以 1 241 
e _ orb 
2 P= a es) Go) 
将 其 表示 成 分 部 分 式 , 得 
A1=1.47867, Aa 3= — 0.23683 20 .07480, 
所 以 


Falt) =1.47367 e7130 + 2Re{(—0.23683—20.07480) 


x gt 0.88845 + 1410597), 


= 1.478676713025% 一 0 , 49674. e7038847¢ 
x cos(4.10697ż:+0.30592). 


RIL 单位 方形 脉冲 的 Prony 逼近 


3-2 数值 积分 的 Padé 通 近 方法 
定 积分 


I=| f()de (8.14) 
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的 数值 计算 方法 中 ， 大 量 的 计算 公式 都 是 线性 的 ， 即 用 被 积 
函数 fo) BAH RENARDE: 
T wavy: f(a) + We f (a2) +--+ wef Ca), (8-15) 


其 中 Ti, P2, 0, Ln E [a, b], Wy, Wa, +7, We KAMAR, 有 
时 也 同时 把 函数 .Jo) 的 确定 阶 导数 的 线性 组 合 考虑 进去 . 

在 许多 情况 下 , 线性 逼近 方法 已 经 可 以 给 出 很 好 的 结果 . 
然而 当 .j Go) 有 奇 点 时 ， 线 性 方法 就 不 能 令 人 满意 了 .为 了 角 
决 这 个 矛盾 ， 迄 今 已 有 一 些 方法 是 专门 为 此 而 设计 的 ， 诸 如 
采用 变量 替换 和 分 部 积分 等 方法 来 处 理 带 奇 点 的 积分 计算 问 
A. 

本 段 中 , 我 们 将 从 Padé 通 近 的 技巧 出 发 ， 来 考 患 数值 积 
分 前 非 线 性 技巧 . 即 用 被 积 函数 jc) RAS Ma He N 
散 点 集 上 的 值 的 非 线性 组 合 来 逼近 积分 工 这 里 介绍 的 是 基 
于 Padé 逼近 的 非 线性 技巧 . 

这 星 又 可 分 成 两 类 方法 : 

I. EJ 

该 方法 的 大 意 如 下 : 设 

r (s) =p(s)/g (2) 
Af (@) m/n] Padé wit, 则 把 积分 值 
,~('r(2)de 

作为 工 的 近似 值 ， 当 然 , 一般 说 来 1, 的 值 仍然 可 能 并 不 是 容 
易 求 得 的 .如 果 7(o) 的 极点 是 已 知 的 ， 则 采用 分 项 分 式 的 方 
法 可 以 简化 计算 ， 但 这 种 方法 因为 常会 遇 到 较 多 的 困难 ， 所 


以 实际 上 我 们 并 不 怎么 采用 它 . 
Il. ab BARA 
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设 yla) = [FO a 
则 了 =y(5)， 如 果 于 fo, b] f(a) Riemann WA, W yla) 
于 [a, b] 上 连续 . MRF) Foe [a, 四 连续 , 则 y(z) 于 点 
可 微 , 且 
v'(2) =f, 
这 样 一 来 , 了 的 计算 问题 就 可 转化 为 初 值 问 是 
[vo =f(e), (3-16) 
y (a) =0 
I y (2) = 处 的 值 的 计算 问题 
m%=atth,i=0,1, --, M, M 为 一 正 整 数 ， 且 为 = 
(b-a)/M, RB w= y(a), HY i>0 Bt y (a) AEA HE. 
FI Yi. l 
BE YAR, HH sO fO 存在 .考虑 如 下 定 
义 的 级 数 Sa 
sh) = ha + EF (+ fate, BAD 


BE ih) = ph) / qh) E s Ah m/n] Padé ai, FE 


Sih) qh) — p(k) =OCa™ Ot) (3-18) 
其 中 k ARR Bae.) 40, W Yrz 的 值 如 下 确定 
Yi+i =P;( Li+) 。 (3: 19) 


因为 go 是 已 知 的 , FEES OR, nL, BF 
以 采用 上 述 步 又 可 以 逐次 求 得 gi，ys，…，yx， 其 中 所 求 得 
的 yx 值 , 即 可 以 作为 光芒 或 工 的 近似 值 . 

例 2 Bm=n=1, 则 (3.17) 的 [1 如 级 Pad6 逼近 rh) 
二 p(%)/9 (加 是 不 可 约 的 . 


p(h) = ut (a) +h] fF (ae) =y Lo), 
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oh) =f (a) he Le), 
WARE Oa 
2f°( (a) i=0. 1. - 


EC TC) 
(3-20) 
容易 看 出 gr 是 7(o) 及 其 一 阶 导数 于 “= 必 处 值 的 非 线性 组 


合 . 


作为 公式 (8.20) 的 推论 , 可 得 到 一 个 近似 积分 公式 
MOL 7 O (3-21) 
下 面 讨论 所 述 积分 方法 的 收敛 性 ， 对 于 如 下 的 单 步 方法 
Yur=yth-g(a, h), +=0,1,--, M—i, (8-22) 

BiH BRULEE RE, 有 
定理 9* Byth OG DRAE. 为 使 对 每 个 zE (a, b] 


均 有 
lim y=y(2), 


a =~ 


必须 且 只 须 ge 0) =f(%). 
按照 Ch) MEM, (3.19) 式 可 以 写成 (3.22) 的 形式 
g(r, ue [r (a) 一 w ih 
或 g(@, h) =f) -Fatt ~ f'(a) + 


因而 显然 有 a, 0) “fe, 
于 是 由 定理 9, 可 知 

lim yu ~y(6) =I, (3-28) 
上 式 说 明 数 值 积分 方法 (3818)、(3.19) 是 收敛 的 . 当 于 (3.18) 
P k= ai=, 1，…, 必 一 1) 时 ,我 们 还 有 
O l 可 参见 参考 文献 [4 
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定理 10(Wuytaok [20]) 设 ri(h) Æ si(h) i [m/n] A 
Padé BU, H yn 如 (8.19) 式 所 定义 , 则 当 h->0 时 我 们 有 
估计 式 

YC Tii) ~y = 0At), i=0, 1, ---, M~—1, (3-24) 

在 使 用 公式 (3.20) 进 行 计 算 时 ， 每 一 步 都 要 计算 函数 
f(w) 在 某 点 z==m 处 的 导数 值 。 因而 给 计算 带 来 了 相当 的 麻 
烦 , 限制 了 公式 本 身 的 应 用 .为 此 用 向 前 差 商 来 符 代 (3*20) 
中 的 导数 S Ce), 从 而 便 得 到 一 个 新 的 计算 公式 


Sythe) ,i0, 1,., M— 
Be BF fa SO te ML 
(3-25) 


相应 地 , 积分 公式 《331) 则 化 为 


一 般 说 来 , 当 被 积 函数 J(e) 比较 光滑 时 , 已 知 的 一 些 古 
典 方法 比 这 里 所 介绍 的 非 线 性 方法 为 好 ， 然 而 ， 当 靠近 积分 
KEA RAR, 此 处 介绍 的 非 线性 方法 则 能 给 出 较 好 的 结果 ， 
又 因为 (3.20) 和 (3.25) 有 可 能 出 现 奇 异 情况 ， 在 使 用 时 我 位 
须要 十 分 小 心 。 
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第 租 章 
Fi te FR PB SB ir 


样 条 函数 是 一 种 新 的 有 效 副 近 工 具 ， 它 是 1946 年 由 
I. J. Schoenberg 首先 引进 的 (参看 [70]). 

Bile, 轨 是 一 个 闭 区 间 , 它 也 可 以 就 是 整个 实数 轴 . 今 对 
[a, blka T. 

T, G= 29 << Kj KO <0 ayy <ay=b, (0-1) 

称 S (2) AMMF MSD TH n RR BS, 如果: 

G) ERP TRA Ly, ob, 函数 SCz2) 是 一 个 % 次 多 
项 式 ; 

Gi) So 在 整个 [c, KAE, 具有 nm 一 1 阶 连 续 导 数 . 

BA, n 次 样 条 函数 是 n 次 多 项 式 的 推广 、 因 为 n 次 多 
项 式 是 w 次 样 条 的 一 种 特殊 形式 、 但 是 一 般 % 次 样 条 函数 却 
AAFZAN, WE-AS RR N BR FREIRA 
ewWRTK- KR. BRL, HALIA 
数 ， 某 一 点 附近 的 性 质 就 足以 决定 它 在 整个 实 轴 上 的 性 质 . 
这 点 对 于 许多 物理 和 力学 问题 的 模 写 是 不 合适 的 、 可 是 样 条 
函数 由 于 它 的 分 眉 解 析 性 ， 一 点 附近 的 性 质 只 会 局 部 地 影响 
这 个 函数 本 身 ， 所 以 它 理 所 当然 地 成 为 一 种 新 的 下 近 工 具 . 
何况 它 的 计算 量 并 不 比 通 常 多 项 式 的 计算 量 多 很 多 . 

关于 样 条 函数 的 一 般 表达 式 , 我 们 有 

定理 1 在 前 分 (0. 世 下 ， 任 一 “次 样 条 函数 S(z) 必 可 
叭 一 地 表示 为 et 

Se)=pile)+ S Oia), (0-2) 
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其 中 po EHn, H(sz—e)ilj=L, ry 六 一 1 为 截断 多 项 


A (a—a,)", 4 s>, 


0, 当 sz. 
(0-3) 

证 明 根据 % 次 样 条 函数 的 定义 ，S(z) 于 起 首 第 一 个 区 
leo, x1] 上 应 为 一 % 次 多 项 式 ， 设 该 多 项 式 为 plo) EH, 
它 应 该 就 是 (0.2) 式 中 的 pe). HS@) FRE Le, zo] 中 的 
表达 式 为 9,《%)。 由 于 So) 于 [4,9] 上 具有 % 一 1 阶 连续 导 
数 , 从 而 pla) ga @) F e= a Ab BCA, 1 阶 一 直到 % 一 1 
阶 导 数值 都 应 该 相等 ， 即 应 有 

nle) = a(@) — Pw) =O1(@— a4)", 

所 以 qn(@) = p(x) +Ci@—ar)", 也 即 (e) F [zo, ve] 上 可 
表示 为 


(e—a;). = [max {0, (@—-a,)}]*= | 


.S(%) = pn) + O10— m1), Wot. 
采用 完全 类 似 的 办 法 ， 可 以 顺 次 将 S Cor) BG FESR (0-2) HE 


ye 


AN. 
如 果 我 们 把 % 次 样 条 函数 定义 中 的 条 件 G) BO RE 
(i) 不 变 ) 
G SCz) 在 [e, 9] 上 具有 4 阶 连续 导数 (4<n 一 攻 ). 
则 由 此 而 定义 的 函数 8(z) 称 为 m 次 且 具 严 阶 光滑 度 的 
样 条 函数 ， 记 为 S(c) ESt( 参 看 [7]、[8]). 
采用 定理 工 的 类 似 证 法 , 我 们 有 
ER? 4MA(0-1) TF, B(x) ES! (u<n-1), 必须 且 
只 须 S(z) 可 表示 为 a 
S(a) =p,(«) + A Os) (a— a) 4, (0-4) 


其 中 Pile) EHn O;(@) E Ay—y-1 (j=4, wee, N-1), 
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定理 2 的 证 明 主要 是 按 Sh WN RE A IAE BR HE BE 
论 来 实现 的 。 此 处 不 拟 详 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [中 或 
[8], 


S1 有 理 样 条 函数 的 表现 形式 


设 以 Reni i PIR A wh 
R(a) =P(#)/Q(@) (1-1) 
的 全 体 所 组 成 的 集合 ， 其 中 PEH, Q2)E€M, 只 要 一 
个 有 理 分 式 函 数 经 过 约 分 后 属于 已.:， 则 认为 该 有 理 分 式 函 
数 属于 Bri. 
设 AA Le, 由 区 间 的 一 个 给 定 前 分 
A, Gt LL <1 <a, = 5, 
其 中 我 们 并 不 排斥 4= — 00, b=00 的 可 能 性 ， 

MWR R@) ARI Le, 6] be MASE, WE Z F: 

G) 于 每 个 子 区 间 [e em] (j=0, 1, =, n—1) E, 
RACER, 

Gi) 于 整个 [6, 如 区 间 上 , R(x) EC*[a, b]. We Re) 
Arle, 外 区 间 上 、 关于 前 分 4 (Cr, 四 * 阶 有 理 样 条 函数 . 所 有 
C, D* 阶 有 理 样 条 函数 的 集合 记 为 RY (A), 简 记 为 RY, 

SHE RR mEl[a, b], 且 Q(wo) 关 0， 则 马 ,: 中 任 一 函数 
R(x) = P(@) /Q(x) i BARA (kri) 


Ba) =$) AE 0) (a a) (0—0) T 
其 中 F(a) tee <max(e, b-+1)— (k+l) STR, 


证 明 O@)-YA MH Co): 


(1-2) 


* 可 参见 参考 文献 [6]。 
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MW R@)—G@) is RT k AFETE 2 时 均等 于 0， 又 因 
Ql) #0, F w= a 必 为 
R(x) —G(x) = (P(@) —4(@) -Q(«))/Q(@) 

WHT Pæ- RAO 4+1 BH. MIA F(x), 使 
P(a)—G (a) Q (e) = (x-z). F (e), 
其 中 F(a) Awe RM BR <max(r, k+D-— (k-41) =max(r— 
1—1, l-1). 
定理 8 BY 中 的 任意 有 理 样 条 函数 均 可 表示 为 


Pi1(%) St M,(x) — a \R+1 。 
Ro) ta) aa PO 0-8) 


其 中 M(x) € Hre- 完全 由 Pile), QM R(x) E a; Ab 
的 前 大 阶 导数 值 所 完全 决定 . 

证 明 W R) Eloy, yl, fay, £] 上 的 表达 式 分 别 
H Pi) GE), Pra (@)/Qui@. 不妨 假定 它们 均 已 经 过 约 
分 化 简 ， 于 是 显然 包 (2) 半 0, Qira(2y) 关 0， 故 由 引 理 1, 它 
HDB AT AA 

ak. -5 R (a R! Rola) (a—a,;)'+- (sett SRE oe ， 


Paa) 号 到 a qa Hi(®) 
om 


(1-4) 
六 而 
Pusle) _ Plo) -| BD Pie) Jage 


Quala) (s) Qile) Qile) Qe) 
= Qx) H (æ) — Fy(4)Q541(#) (a— gtt 
WL) rs (@) 


= M;{2) me yet 
Ta Ps 
MAH we La, tulit, A 
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ORE Pula) E ORE ZOA 
Quale) Q(T) f=1 Quit (a) Qla) 


Mj;(% k+l 
“2 Oe) ron + 
于 是 定理 1 得 证 . 
下 面 给 出 有 理 样 条 函数 的 另 一 种 表示 形式 . 
定理 4 RO 中 的 任意 有 理 样 条 范 数 均 可 表示 为 


R(x) = SAP (a, e)a) 


+ S (sa) t AT, (x, 24) Heale) , (1-5) 


QC) 
其 中 各 Hole) 由 Ql) kE, 
a2) =>) amy, 
€ Sn (a — mr) . 
AT, (2, 24) Ce Ce (1 6) 
证 明 RERA 于 [ou a) PHS AS} KP; a) 
O(a) RES Lita ARAMARK. 根 
据 它们 的 同一 性 ,有 等 式 
$ EQ s+ (a— my) aE F (2) 


a TO 
-y ee (eas) to a) 
它 又 可 改写 为 


F(x) Hias), (2 一 Tj- 1) _ Q2) —Gy-1 (a) 


Ql) QA) (e—a ti (ap 


| (1-7) 
Hi (1-4) ASHE RT SKY EM, 显然 有 
Pi@) Sf Ai) F(a) k+ 
KOORE AOON ua 


以 (IL 和、(1.7) 代 入 (1.8), 并 经 简单 整理 , 得 到 
Hols) m \ kt 
Ra) = Goe) + 0, Ce) (£ Bo) 
+ 号 | H;(%) _ Hj;_1(%) . (@—aj_1)*** e-a” 


CE 
+ 号 [GO 一 Gy- OMe 
“Lesh Pen 
ERE Ben 
Haw + SBO ~ 6) .(e)] Cae} 


(1-9) 
SHE (1-9) 205 SP PETES BARD IE or 和 oe, 并 引 
入 记号 (pat 1 oa 
L—-a , tera, 
Tile, a) = (s—a)*+i -| 0, 4a<a, 
AT, (@, s) =Ty (a, r) Tpl, 2541), 


BR Me D-i k TAEA. 
先 对 o, 作 变换 
Te 


= $ e—a O Pe, apa) 


= BR -aott SI aa FO ane, z) 


十 (£— £n srt Fe) ea) Ty, (2, ta) 


一 (a@— ay) t+! ace T, (2, 21), 
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又 因 Ty (a, Ln) =0, Tyle, a) =1, 
从 而 G1 一 3 (e—a Feat) AT (æ, a), (1-10) 


同 法 可 证 
o= $ G,(a) Mele, 2). (1-11) 


Hy (1-9), (1-10) 和 -11D 即 可 知 (: 国 式 成 立 ， 定 理 4 得 
证 . 

在 [81 中 , 作者 基于 代数 儿 何 中 的 Bezout 定理 , 给 出 了 多 
元 有 理 样 条 的 表达 形式 . 


§2 有 理 样 条 插值 方法 ” 


特殊 形式 的 有 理 样 条 插值 问题 的 研究 工作 , 是 从 1973 年 
R. Schaback 的 工作 [68j 开 始 的 ， 他 考虑 了 在 剖 分 


A= Ba Ly < aii =b (2-1) 

下 ,分 段 表 达 式 为 
fife) = Att, TKEK jy 

的 有 理 样 条 函数 f(z) Ea, b] 

F(a) =y, O<j<n+], (2-2) 
其 中 yo,…, gsii 是 事先 指定 的 常数 , (2%) 满足 边界 条 件 

f(D)=w 或 f'(a)=4, (2-8) 

F= 或 f(b)=%. (2-4) 


在 [681 中 , R. Schaback 指出 了 : 若 记 


”可 参见 参考 文献 [68]、16] 。 
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DW, Ys) = a Us j=0, 1, =, m 4 


a 
DiD Cys, Yi) — D (Yj-1, ¥D, Fed, =, n, 

D -人 YD) 一 w， 当 (2.3) 中 取 f'(a) =u, (2-5) 
u, 1 (2-8) it f" (a) =u 时 ， 
D =f Yost), 4 (2-4) HR F'O) =o BY, 
nth v, ; 4 (2-4) rh BY f(b) =o 时， 


WA 

定理 5《[681) ie s—0, 1-1, A 

sign D;=s, j=0, 1, =, n+1, (2-6) 

则 插值 问题 (2.1) ~ (2.2) 唯 一 可 解 . 

当 实 际 求解 有 理 样 条 插值 (2:1) ~(2.2) 时 ， 则 需要 求解 
一 个 非 线 性 方程 组 ， 因 而 真正 实现 起 来 是 麻烦 的 . 

在 文章 [6] 中 , 作者 与 吴 顺 唐 兽 从 某 些 实际 课题 出 发 ， 具 
体 研究 了 若 于 特定 形式 有 理 样 条 函数 的 插值 问题 . 

这 些 有 理 样 条 孙 数 ， 乃 是 在 多 项 式 后 面 添上 一 个 非 线性 
修正 项 , 使 之 既 具 有 有 理 样 条 函数 的 特征 、 又 可 以 回避 求解 非 
线性 方程 组 的 困难 . 


设 p(k = (De 人 
? Gl j= . 人 j 


xti (t —1) aut 1—i-$ 


1 《二 ;(2e+1-14 (2-7) 
al, D=- (ae) 
xH G 
则 不 难 验 证 下 列 各 式 成 立 (< 和 < 站 
PP (k, 0) =8y, 
Qi? Ch, 1) =8y, (2-8) 


pk, 1) = gy? Ck, 0)=0, 
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且 (—1)*#2(2h+1+44)! 


KL) (To 
BNE Do 
| _ (=D (2h+1-4)! 
pD (k, 1) = EDI , (2-9) 


gD (E, 0) = (=DE, 1), 
gery (k, 1) = (-1) RHI a etd (k, 0): 
下 面 我 们 来 分 别 讨论 三 类 有 理 样 条 插值 问题. 
21 (DD) 型 有 理 样 条 插值 
考虑 下 列 形式 的 有 理 样 条 函数 RO), 其 在 [wy em] (j= 
O, 1, +, a) LARRY 


R(a) =B,(2) = Smp (r, EE ) | 


j+1™ Vs 
+ mits 9 (z, ats )] 


Titi Ty 


+(e) Meas) (2-10) 
插值 条 件 为 
RG) =o, ROn) yr, i=0, 1, = k+l, (2-11) 
此 处 yp ya 1, …， BEDEMA eR, 

定理 6([6]) AMARA (2-10), (211) 
可 解 的 . 

证 明 由 (2-8) 和 (2-11) 可 知 

mp =, i=0, 1, +, k, (2-12) 

车 将 (2-10) 右 端 多 项 式 部 分 与 有 理 分 式 部 分 分 别 记 为 :C2) 
与 M;(%), 则 由 (2.9) 式 可 得 


CkE+1) _ k 1 k+1,,04) (2h+1—74:} 
NPM) = DD yp 


2k+1— 4%)! 
ronu GEA] eso 
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NS? (ej) = p> (æj g) tt [(- Dy} wear 
(2k+1+4)! . 
+ (-1) wee. (2 18b) 
又 因为 
MED (æ) EHD! wt d 
Ly— 6; vet (2-14) 
MFD (¢,44) = -FI I jam ay) 
4 7 Lii; 


今 将 上 两 式 相 除 , 并 利用 i= b+ 1 时 的 插值 条 件 (2.11), 可 得 
tiame _— (—1) MY (ay) 
2 一 0 My (yr1) 
_(— 1) Ft ly Gen 一 NEDY] 


人 和 一 NY+D (a; 41) 


所 以 
COD eaa) [yt NY E] (9.15) 


0; = Tj TT) Fry FD — yD 
{+ [一 了 VC 一 Yo] 
再 由 (2.12) 式 便 得 
MEHED (eja) (2j+i —6;) 
CAD)! (Eaa) 
COHN e sa) Je Loft? N D CAN 


[FFD Gee Ce FO gh) 
+ (C= 1) NP) ~ NED (04) 


dj= 


(2-16) 
H (2-12), (2-15) Fl (2-16) BN AE ZA Bie (2-10). 这 说 明 播 
值 问题 (2,10)、(2.11) 是 唯一 可 解 的 . 
由 《2.16) 可 知 , 如 果 
YEP -NED (9,4) =0 (2-17) 
或 yP— NFP (s) =0 
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中 有 一 个 成 立 , 则 d0. 此 时 已 (成 为 一 个 25 十 工 次 多 项 
式 . . 
在 通常 有 理 样 条 插值 问题 中 , 于 点 t, ta, …, 8a 处 只 给 
Hy ?(=1, 2, 中， 而 Y(t 之 1) 却 常常 是 不 知道 的 ， 这 
时 可 用 数值 微分 法 求 出 诸 YY 来 .例如 就 可 以 近似 地 由 下 
AHH: 
y SES a, OHF Cm, 21/2, (2-18) 
其 中 fl, ed RRS (Yi Y/C ana). 
在 实际 应 用 上 ， 通常 取 作 0, 1 或 2 时 已 经 够 用 了 .化 
如 , 当 *=0 时 ， 
Polt) 一 工 一 加 go(0, #)=t. 
此 时 显然 有 
N, (2) = Ny (wi) = fe ie), 
从 而 推出 
_ CERLAN yS (ay, ta 
“TBa YTY s STOA wie ‘ (2-19) 


= Lyi —f (aj, i+1) J [y+1— LECZ 4] 
+1 Ys 2f oh， 341) 


若 将 之 代 必 (3.10), 即 得 
Ri(z) = =Y; +f (2;, Vy+1) (a—- 一 她 ) 


Le {æ—a2;) (z~ Djs) Ly — f (ay, Ej) | [yy —f (a, isa) | 
[yj tY 2f( Lj, Vi+1) e] 
~— [ao + tjr Yj E; 十 oj41) f (a, X41) ] 


(2-20Y 

如 果 ih) Yni BARA, Wei L] pi hA 

DOI LB 7 Py G=0, 1 e, ntl), BERA 
《2.20) 式 .也 可 以 干脆 将 (2-18) RRA (2-20), 而 得 到 
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Bye) = y;+-f (ay, 2441) (2-2) 


| y 0 5) Co yea) TJ (3-1; fp -f (wy, wi41)] 

x Visa, Li+e) — J (Zj, Biti . 

十 2UF (ora, £) +f (ts Tja) — 2f (s, %j44) 1% ` (2 21) 
+2 [a5 f (tii, g) + ir Ff (Eri Era) 
— (yt Wy) F (Oy, Char 


不 难 直接 验证 插值 型 有 理 样 条 函数 (2.20) 对 于 1, e, e 
和 1/z 是 精确 成 立 的 ， 即 这 种 有理 样 条 插值 算法 不 仅 具 
有 2 次 代数 精确 度 ， 而 且 还 具有 某 种 “有 理 精确 度 . 这 当然 
是 一 般 多 项 式样 条 函数 所 不 及 的 ， 

2-2 《〈II) 型 有 理 样 条 插值 

考虑 下 形 有 理 样 条 函数 

R(a)= Ria) = $ ayla) 
+ £ Ta a, GEKE. (2-22) 

插值 条 件 为 

ROG) = yf, R? Gyr) — yf i=0, 1, +, k, (2-28) 

定理 T((6]) 有 理 样 条 插值 问题 (2-22)、(2.23) 是 可 解 
4. 

事实 上 , 由 播 值 条 件 


R” (m) =y, i=0, 1, “rey k-1, 
订 知 
ay=yP/il, i=0, 1, =, BA, 


又 由 插值 条 件 
R (aya) =y, i=0, 1, <, B-L, 
可 知 k—-1 i 
y= 2p(p—D)-(p-t+1) (tj t) "dy 
2k—i 
+ > pp- L) (piti) (tiui a) ag. 
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BR 
k-1 
pa Absa (Spa Ty) apik] 
k~i 
=y? (E1 一 a )*— D) Ap psa a) ag (2-24): 
其 中 AS =p(p—1)---(p—i4+1), i=0, 1, =, k-11. BAR. 
出 (2.24) 的 系数 行列 式 
det (Abin (ajs1 —)”) = (4-1) 1-2)! 
QL (æa arg) DAO, 
JAW (2-24) Fi ASAE — FRR Gj, Orns s G-n. EJ 
插值 条 件 
RC) =y, RO) =i 


可 得 关于 o 和 所 的 方程 组 ; 
a 
ps Bl sua ay) z-i 
cert d= | yj Hl Ong | 
siz (2-25): 
0; %j44-+d;= Ama mI ( X 
yii 一 = (2544-24)? "ag 


Hy GBD AY 4 cy 和 来 . i 
当 在 @, Te, 0t, En 上 只 给 出 Y1, Yo, tes Ya 时, 仍 可 用 数 、 
值 微 分 法 加 以 解决 . 
如 果 在 两 端 ro 和 zw 处 的 边界 条 件 不 对 称 时 ， 我 们 仍然 
可 以 避免 求解 非 线性 方程 组 , 试 以 X=1 为 例 , 此 时 


Bila) oo (sm + Ey (0-26) 
TABLE 


R(x) =y; Ba) =y, BR" (a) =y, Rear) =Y. (2-27) 
则 不 难 算出 ， 
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a =y; 
aS? =F (ay, Eisa), 


aP = Vly Flos, tyes) ] 1 (2.28) 


2 (£1 2)’ TF —f (aj, tna)’ 


aG) = —2iy; [yy =F (2i, Wr) Wir1 . 
; 2 (21 t)’ Yy —F CTi ta) 


HE 
R; (£) =f (x) +f (aj, i) (8 一 aj) 
2 (2511 —2%)) [yy S (aj, j) | 
Ta 《Z 一 ti) ty (2 一 27) [yy =f (z, 541) 17? 
KESE. (2-29) 


总 之 ,对 于 区 间 [a, OMA 2-1), RTENE, 
L, +, mn 十 1) 处 的 函数 值 之 外 ， 只 须 再 知道 一 端 (a 或 外 处 的 
端点 条 件 F(a), F" (@) RS (0), FO), WEAR Fa BA RE A HH BR 
R@) € RSi 即 可 完全 确定 ， 由 (2.29) 给 出 的 有 理 样 条 函数 
具有 保 凸 的 特点 . 
23 (I) see Ria 
我 们 知道 人 造 地 球 卫 星 的 轨道 计算 中 常 要 用 到 下 面 的 一 
种 高 空 大 气 模型 , 
R;(æ)=a;+ 2 
:这 启发 我 们 考虑 如 下 形式 的 有 理 样 条 函数 
R(x) -> ay, (e-a) i. (2-30) 


然而 由 于 这 种 形式 的 有 理 样 条 函数 的 系数 不 便于 求 出 ， 所 以 
党 将 之 变形 为 

BD =$ aea BB (2.81) 
BA, RIOS) tity (z 一 wz 改写 为 
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了 


[(@—e,) — (ae), 
并 展开 之 , 即 可 化 为 (2-80) 的 形式 . 
如 果 揪 值 条 件 为 . 
R? (æ) =y, i=0, 1, e, k, 


a ， (2-32) 
Ræ) =Yjr1, R (G44) =Y. 


则 我 们 有 
定理 8([6]) 有 理 样 条 插值 问题 (3.31) (2-32) 是 可 解 
的 . 
事实 上 , 由 (2.32) 可 得 
yi? 
=T i=0, Í, =, k 
A Yi+1— > Galta) = = z (spia, 


k 
Yia Didala a) 


k+l Uji — T; 
= b(t dl 一 一 | 
区 +1 a) Ei 0 (e10)? 。 


求解 之 , 可 得 到 
k 
» p2 Oj Rit1— L) — Yj si 
t (p41— Di) C+D, 
G= biri — (Bia — TC, (2-33) 


| G+D [vs — È aslen e | | 
一 Coil 一 wi) yn 一 > ialt — z=] 
对 于 有 理 样 条 函数 (2.81)， 还 可 以 考虑 如 下 的 插值 条 件 
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其 中 = 


R® (a) =y, t=0, 1, +, k+1, 
R ena) =Y. 
SERS ATR (2-81), (2-34) MRET ER, SAA k= 为 
例 来 简要 地 加 以 说 明 .， 容易 求 出 
y= =H, 


DU — Saf (Wy, C441) 


° Y —f (a3, 441) 


By (e1) = Bj (@— 04) / (@j41- 04)” 
= [F (ay, Tj) 17/y;, 
所 以 可 把 它 作 为 Yar, WEE C Ya (Ea, Yra) 
一 起 , 又 可 仿 上 定 出 下 一 区 间 Lens, to] EBREA Bue) 
等 等 ， 从 而 插值 问题 (3.31) (2:34) 可 解 ， 
例 ”汽车 制造 厂 生 产 的 某 种 轿车 的 外 形 数据 如 表 2-1 所 


(2-84) 


3 


AA 


不 : 
表 241 
a 1.162 | 1.2 1.8 | 2.0 SAEN 2.4 
ope 0.9475 | 1.09 | 1.155 me fs 1.19} 1.1 
l 3.0 7 31 | 3.2 
009 | 0.9275 | 0.835 


采用 文 [11] 中 提出 的 一 种 光滑 插值 算法 ， 可 求 得 各 网 点 上 的 
导数 值 如 表 2-2 所 示 ， 

如 果 以 各 相应 数值 ， 包 括 相 应 一 阶 差 商 值 代入 公式 
(2-20), 即 可 得 到 各 段 上 有 理 样 条 函数 的 表达 式 . 

此 处 不 拟 列 出 这 些 表达 式 ， 而 只 有 兴趣 来 具体 考察 它们 
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家 2.2 


1.2 | 


a, | 1.162 Ld | 1.6 
y (1.20574 2.025490) 45004). 235314 0.113484 — 0 .0065263|— 0.039356 
n, 24 | 26 | zs | 3.0 | eaa. 3.2 
y! | -0.2205 一 0.21256| -0.36163 | ~0.52919 -0.75599 | —1 .09921 


WAME. AH, 我们 甚至 可 以 把 区 间 放 大 一 倍 (误差 自然 是 
增 大 了 )， 而 来 考察 区 间 亿 .4 1.8] 上 的 有 理 祥 条 插值 公式 

_ 090 or ne _0,028128(a@—1.4) (a—1.8) 
Raw) =1.09--0.25(s—1.4) o 080 Re 0 Or 
HE o= 1.6 处 的 值 为 RA.6)=1.1564, H eH 1.155 的 
TARE ~ 0.001, o 

此 例 说 明 , 即使 形式 不 复杂 的 有 理 样 条 插值 公式 (2.20)。 
其 精确 度 也 是 很 不 错 的 ， 
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HS 
REA EAB IT 


在 前 四 章 里 , 我 们 介绍 了 有 理 函 数 插值 ， 有 理 Je6smes 
WA, Padé 逼近 和 有 理 样 条 函数 的 理论 以 及 有 关 的 数值 计算 
WR. 然而 还 有 相当 多 的 数值 有 理 盘 近 方法 是 前 四 章 所 不 能 
完全 概括 的 ， 因 此 在 本 书 的 最 后 一 章 里 ， 我 们 特别 地 把 一 些 
比较 常用 的 算法 作 一 番 介 绍 ， 这 对 于 从 事 有 理 逼 近 数 值 方法 
研究 和 应 用 的 科技 工作 者 将 是 有 意义 的 . 

由 于 篇 娄 所 限 , 对 所 述 各 方法 , 我 们 只 能 作 简单 扼要 的 介 
绍 ， 为 便于 有 兴趣 的 读者 查阅 ， 在 有 关 部 分 都 给 出 了 相应 的 
参考 文献 . 


§1 Darboux 公式 与 Hummel~ 
Seebeck-Obrechkoff 方法 


为 了 叙述 Hummel-Seebeck-Obrechkoff 方法 , 我 们 先 来 
介绍 Darboux 公式 . 
考察 积分 式 
B= (DG) pF (a+ tea) di 
对 于 上 式 右 端的 积分 , 反复 作 分 部 积分 , 于 是 可 得 
Bam È (1-0) 1p (DF) oO) a)] 


-— 人 eg flatte—a)) di, (1-1) 
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如 果 于 上 式 中 取 2(2) 为 一 个 次 数 不 超过 中 的 多 项 式 ， 则 上 式 
《1.1) 中 的 积分 为 零 于 是 有 如 下 的 Darbouz 公式 (参阅 
[76]) 
POLE) FO] = BD-0) 
x Lp? FO) p OFO] Rae (1-2) 
有 趣 的 是 Darboux 公式 的 几 种 特殊 的 应 用 . 
Be@=(t-1)". WBRA 
gD =0, r=0, 1, +, a1; 
gp (0) -人 (- 1), r=1, e, m, 
从 而 上 述 Darboux 公式 可 化 为 
ni [f(2)—f(a)] = > aroe (2-a) + Bu 


亦 即 ODA Ge ay + 
它 恰好 是 带 积分 余 项 的 Teylor 公式 . 四 此 实际 上 Darboux 
公式 乃 是 Taylor 公式 的 一 种 推广 
# g(t) 一?(t 一 1)"， 并 在 Darboux 公式 (1.2) 中 用 2n $ 
Hin, 则 得 简化 公式 
F@=fle)+ BAO (8) po@)— (Fe) 
x (2~4)" + Bn (1-8) 
其 中 
Ron (2— a) ™+2 | ti Lf (a+t(z—a))dt, 
公式 (1-3) 可 称 为 Hummel-Seebeck—Obrechkoff 公式 ， 简 称 
HS0 公式 (参阅 [46] 、 (641), 
利用 HSO 公式 可 以 获得 一 大 批 画 数 的 有 理 逼 近 式 ， 下 
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面 用 例子 说 明 , 应 如 何 利用 HSO 公式 来 求 得 某 些 画 数 的 有 再 
HERR 

f@)=6, a=0, 
以 之 代入 HSO 公式 (1.8)， 则 将 同时 出 现在 (1.8) 式 的 丙 
边 ， 以 。 作为 未 知 量 解 出 即 得 

n\, 
ga ETON FE oe) am (1-4) 

È D nr) (tye 
Ro, = znt fe (t—1) "edt, 

SH (L-4) AH Ron 项 ， 则 获得 o 的 近似 有 理 分 式 ， 有 趣 
的 是 , 这 个 e 的 有 理 允 近 式 恰好 为 的 [n/n%] 级 Pad6 到 近 


式 : ` n 

$ Qn—r) 1( de 
È (—1)'(2n—r)! (*)e ` 
当然 , 人 们 不 要 因此 而 认为 用 HS8O 方 法 对 任意 给 定 函 数 


所 求 得 的 有 理 逼 近 式 就 一 定 是 该 函数 的 Padé 逼近 ， 事 实 上 ， 
FR f(z) =exp(arctgz), Mik HSO 公式 (ec=0, n=1) Bal 


1 
1 十 可 ?十 2 +5 z 


[n/n] = (1:5) 


son 
l-5 z+z 


但 相应 [8/2] 阶 Padé 逼近 却 为 


1+0.842+ 0.872? + 17 2 
faz —_ 00“ 
1 一 0.16z 二 0.5322? 


一 02 


设 7(o) =oexp -二 一 取 4-0, n=2 时 , 按 HS0O 方 法 
算出 的 有 理 逼 近 式 为 
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~  e(12—27) 
(9) oT Bata 
如 果 对 这 同一 个 函数 ， 直 接 采 用 Darboux 公式 , 其 中 把 p(t) 
取 为 [0, 攻 区 间 上 的 eGsmes 多 项 式 Ti (e), 则 可 求 得 


FOG parE 
- RR e=1// 2m 时 , Hy (1-6) (1-7) RA a A BY 
最 大 误差 分 别 为 (一 co<z<eoc) 
0.0125 和 0.026, 

关于 HSO 方法 的 适用 范围 问题 , E. W. Cheney 与 T. H. 
Southard 在 总 结 性 文章 [29] 中 已 有 讨论 ， 他 们 指出 ， 只 要 函 
数 f(z) 满 足 关系 式 

S'O) = Ri(2)f(2) + Balz), (1-8) 

其 中 A) Al Ba(2) 为 2 的 任意 给 定 的 有 理 函 数 , 则 jz2) 就 可 
以 用 HSO 方法 来 获得 它 的 有 理 和 逼近 式 ， 

满足 关系 式 (1.8) 的 函数 了 lz) 还 是 不 少 的 ， 例 如 比较 常 
见 的 有 


(1-6) 


(1-7) 


e”, e*/? 10°, logsz, arctg z, 
(2+1) 3 (e+sh™tz), 2 "(gtb log?), 
(1-27), [ROT 
其 中 BR(z) 为 任意 有 理 函 数 , a 为 任意 数 . 
徐 利 治 、 周 蔓 时 与 作者 在 文 [ 利 的 $ 6 中 ， 作 为 边界 型 降 
维 展开 的 应 用 ,讨论 了 多 元 函数 的 有 理 扎 近 问 题 . 
设 了 是 含 于 方 域 5S(0<w<1, 0<y<1) 内 的 闭 区 域 ， 它 
的 边界 。 是 一 条 按 段 光 滑 的 简单 封闭 曲线 、 假设 了 (z, y) F 
S bie RA m 阶 连 续 偏 导数 PS, 又 设 
Pæ, y) =a" +Q, y) 
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edie HH Qe, y) RA cHRAKET BY 
1, 网 有 ([3]) 
Fdrdy— {| Pod. FO dy + Pm, 
. (ae ra (1-9) 
pm =" | | P+ FO dedy, 


KB O<m<e<l, O<yo<y<l. $ D=[r0, vw; yo V R 
TREERE, CAE A Be a, 而 直线 与 
纵横 坐标 轴 的 距离 分 别 为 To, z; Yo, y. Lie P(e) €H,(@& 
的 % 次 多 项 式 类 ). 今 取 


Fœ, y)= fi 
代入 展开 公式 (1'9), 则 可 得 
fla, y) =f @, Y HFE, yo) —f (ao, yo) 


+3 OP (Ga) Set | [te 
(1-10) 


这 里 我 们 采用 了 记 法 
[F@, 9)]%= f(r, y) —f (vo, y), 
LF, Wlt=F(@, yf, yo), 
而 pm 可 表 为 


-DD” =j P(w)| -3 Fae, (1-11) 


gati 


为 了 使 余 项 (1 1 AUNKE, 我 们 选择 Legendre 多 
项 式 作 为 P(e), 


P(a) = ; (4) [a™(a—1)™], O<a2<1, 


GT ! 
ne 0<a<l, 0<y<1) 
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fæ, y) =FO, y) +f, 0) —F, 0) 


SGU UE earn 
(1-12) 


文 四 分 别 在 SOL, soak 连续 的 假定 下 得 到 


(1-12) PRI m 的 估计 式 


EN 
Gm)! \Vm+0.5 


Bnl < (a ) 


>m)! \ gmtT 
Hp e ÆR S LR OH. 
作为 例子 , 求 Pt+z 二 幼 的 近似 有 理 分 式 , 其 中 Is 
1, O<y<il, 
(1-12) FEA S PRA BUER 


In(i+e+y) #In(1+2)+In(1+y) + ae aT 


Gaga ar) 2 |, (1-14) 


m+i 
| 9 | | 了 
| or i 
antar 
ac” Oy | ? 


(1-13) 


其 中 


plz) =()" eta)", 
T In (1-a) 45 In(1-+-y) AT ELS Book WARE RC) 


Ey) a 
+o) “Ayen AE (= 2) ) (1-15) 
k 
F¥ 1-14) H i m=4, s=y=1, 其 中 In2 按 (1.15) H 
算 , 则 求 得 
In 3 一 1.0958445. 
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REA 0.00277, MRR (1-15) PR c=2, MRE M3 
2 1.0985744, 38854 0.00504, WA (1-14) WER. 
按 (1.14) 还 可 求 得 
em! +$ (2m—k) 1e 
r (2m) 1+ È (DYP) l 
4 F 1-16) 中 取 o=1, 则 得 到 关于 的 近似 表达 式 (1:4). 


(1-16) 


§2 Floyd 方 法 * 


R. W. Floyd JAEEEM T W E E A Ae f (E) P A 
用 充分 高 阶 多 项 式 较 好 地 逼近 的 情况 .比如 可 设 广 ee) 是 解析 
的 ,于 是 它 可 以 取 Taylor 或 Maclaurin 级 数 的 截断 多 项 式 来 
通 近 到 任意 程度 ， 当然, 对 于 有 界 闵 区 间 (不 妨 设 为 [0, 1)) 
上 的 连续 函数 ,我 们 可 用 它 的 BepEmTei 多 项 式 


no- SEG 


以 下 假定 2(O) 已 是 jz) 的 一 个 较 好 的 逼近 多 项 式 , 它们 
于 [一 二 如 上 的 误差 可 以 忽略 不 计 . 
RW Tair) Fe nti 次 9qe6kmea 多 项 式 . ASE HE AR 
的 方法 , 可 以 得 到 算式 
pe) =g (s) 712) 十 ro(z)， 
L'n41(@) = gi1(%) ro(s) +74 (2), 
To(@) = qo(%)*71(e) 十 Ta(z)， (2-1) 
T1(@) =q3(z) Ya) +13(a), 


有 


“可 参见 参考 文献 [36] . 
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其 中 ri(z) 的 次 数 是 严格 单调 递减 的 ， 从 (2 二 式 ， 可 知 对 任 
Kt, 均 可 写 出 

m(x) = alt) p(x) 十 和 (oO) Daur (a), (2-2) 
其 中 ale), bi) h FIRE ARI AE 


a,(@) = G9 (a) — git) Giz), a150, 9s=1, 


(2:3) 
by (a) = bala) —g: (w) bi- (8), b-1=1, 0-2 =0, 
以 wz) 通 除 (3.23) 式 两 边 , 得 到 
pa) = TH) LD Ta), (2-4) 


a(s) a(x) 
因而 有 再 分 式 ri (2) /a(@) ple) PS ARK, 而 
(2-4) +) AA RAK AREER, AW 
Taa SI, Ixe], 
所 以 逼近 误差 可 以 通过 估计 ble) RIE. 
如 果 pkz)/er(tz) 几乎 是 一 个 常数 ， 则 由 (2 和 sk BY A 
r(e) /Q:(@) LFS pa) BP IK, 
t=O, (2) =1, 此 时 ro@) IE S BM - +S Hh 
w? g? 
Ol 设 f(a) =e =1+a 十 可 十 可 十 人 
取 
p(z) =1+2¢+0.527+0.1666666723 + 0.041666672* 
+0 .008333332° +0 .001388892° +0. 0001984127 
+0.000024802°+0.000002762°, 
于 区 间 [ 一 1, Ub, |p@)—f(e)|<3.0%10-, Ti F(z) = 
64a7~11205+56a°—7a, FÆ 
qo(@) = (817 5625+ 38.752+4.31252") x 108, 
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To(#) =14+1.000022232+-0.500002712? 
+0. 16648913827 + 0.04164497a* 
+0.008686592° +-0.001432292%, 
(plz) — role) | =| go (£) + |T;@) | 
<3.61x 107°, —1<e<l, 
所 以 |f(@) —ro(x) | <3.91x10-°, —1<r<1, 
用 role) ik Zr(z), 得 
g(a) = —270998 .81+44683 6882, 
ri(2) = 270998 .81+ 226314 . 15x +90815.45877 
+22832 39127+3846 . 389074 +- 381. 20484". 
aP =i; bP = qole); 
a(x) = —q:(2); bale) =1-+ g(t) go(z). 
T1(%) _ bs(a) 
a(g) ay (x) 
T1(% 1 4 a 
其 右 端 第 二 项 于 [一 1, I] 上 的 误差 上 界 算出 为 8.121 x 10-7, 
从 而 上 六 的 有 理 逼 近 为 
| (4-0.83B11123z++0. ee | 


Pre. 


pla) = T7 (a) 


+0 .084252742?+0.014193382" . 
+0 .001408672°) 


_ / j= 
rale) /g1 (a) i—0. 164885182 


其 误差 上 界 为 本 .TIx 10°, 


$3 Kopal 方 法 


Z. Kopal 在 文 [48] (25—48) 中 给 出 了 一 类 获得 由 下 式 
《3 了 定义 的 函数 之 有 理 有 逼近 的 方法 : 


fa)=| K, y)dy, (8-1) 


其 中 下 (w, ERATE. 

为 了 说 明 问题 ， 仅 以 下 述 问题 为 例 来 介绍 Kopal 方法 的 
基本 思想 ， 设 及 (z, yE 

pe D K (æ, y) +B(a, y)K (æ, y) =0, 
K (a, 0)=1, 

E Ale, y), Ble, 幼 是 2 和 0 的 已 知 多 项 式 . 

如 果 (3.2) 有 形 如 (其 中 Ola), Ply) eH) 

K (e, y) =È Ca) Py) (8-8) 

WE RER. BN, 我 们 希望 它 是 当 着 我 们 把 (3.2) 换 成 

WF K (a, y)+B(a, y)K (æ, y) =R), 

K(a, 0)=1 

后 这 个 新 的 微分 方程 问题 的 解 ， 其 中 @(W) 是 在 某 种 意义 下 
“很 小 "的 多 项 式 . 

有 既然 由 (3-8) 式 定义 的 二 元 多 项 式 忆 (co, y) 是 (8:4 的 
解 ， 所 以 


Ae, 4) 2x2) PY) + Bw, WS O(a) Puy) =O). 

(3-5) 

比较 上 式 两 边 的 y 各 次 方 短 的 系数 ， 即 可 得 到 以 多 项 式 

Cu(o)，Oi(o)，…，Cu(z) 为 未 知 量 ， 以 的 一 系列 多 项 式 为 
系数 的 “线性 ”方程 组 . 

用 Cramer 规则 求解 该 “线性 ”方程 组 ， 即 可 求 出 Oo(z)， 

-Ca(z)，…，On(z) 的 有 理 逼 近 式 ， 以 这 些 有 理 逼 近 式 代入 

(8-3), FE K (2, 9g) 已 经 确定 ， 只 须 将 K (0, y) 的 这 个 近似 
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(3-2) 


(3-4) 


HARRAGIE-KAY, BMAD f(z) A Be 
今 以 log (1+) AAR BLAH Kopal 方法 . 
显然 


wenn tetany eo 
此 处 K (a; t) W E 
[are -2 K (œ; t) +th(a; t) =0, 
K (2,0) =1, 
设想 把 (3-7) 中 第 一 个 方程 改 为 
(L+t2) 2 K (a; t) +K (@;t) =7Q(2), (3-8) 


其 中 7 很 小 ,而 
Q(x) =a" + aya" + age + 


(3-7) 


假设 I 
K (at) = Opie) (3-9) 
H (3-8) 在 初 值 条 件 K (a; 0) = 工 下 的 解 ，: 其 中 alt) Al py (@) 
是 多 项 式 . 
以 (8.9) 代 入 (3.8) 式 ,并 比较 关于 w 的 同 次 舌 的 系数 , 可 
得 
a,(t) = TI n30, Og, °'°, Bn; t), j=0, 1, sy Mn, (3-10) 
其 中 Tn- la, da, "tt, On; 让 是 t 的 nN) 次 多 项 式 . 按 初 值 条 
件 可 知 
1 


Iplar, Oa, ++, Ont) ’ 
TW Hala, da, +, on) È t KAn 次 多 项 式 , 由 (3.10) 和 
(8-11) 
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T= (8-11) 


= Ke Tn, Qs, *'', On; i) i=( 1. + 3-12 
WO -Ta a o mi) ITO D 81D 


于 (8.9) 式 两 边 对 从 0 到 1 积分 
[| Ka; da= È at) med. 
从 而 由 (3.6) 式 ,有 


*, T4-s(a1, 02, * df 
mee SN C2 Om dæ. (3-138 
log (1+t) ~ ~ I, (a1, Bg, er, An; t) ot) 7 ( ) 


如 果 取 pe) Æ Legendre 多 项 式 py(2z 一 1), 则 因 其 是 [0, 1] 
上 以 1 为 权 的 直 交 多 项 式 , 所 以 


Talai, aa, t, Ont) 
1 144) ENT 2 ’ 3 H 3-14 
og( + ) HT, (a3, Ga, "7, Ans t) . ( ) 


§4 Viskovatoff 方法 * 


Viskovatoff 方法 的 基本 技巧 是 采用 下 述 的 变换 关系 式 


Pot Pat + psy on + Pot pitt pat t Po 
Jot gitt gar’ 十 *… Fo Got Qutb gasit + Qo 


-P 2 pot pat pou? +.) 
do got gitt ga?t = 


0 2 和 
“got qot qt+ Gato * 
pot pe pae- 
特别 地 ， 我 们 以 拓 的 连 分 式 展 开 来 说 明 Viskovatoff 7y 
法 的 具体 步骤 


”可 参见 参考 文献 [35] 、[9]， 
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2 æ 
和 一 TYX 十 tat 
1 
1+ “3 -i 
1+w 十 -十 名 -十 
2! 3! 
1 
7 e g o g 
1 ef a 
I 十 多 十 3] 十 31 + 
1 
-一 z 
Wm r 
l+e+5r tgrt 
1+ -1 
14 
2! 83! 4! 
N 1 
1— x 
1+ “2 3 8 
g? 
g 
l+ tgrt 
1 a 
= 一 > 
1+ z a 
IT 区 十 各- 十 
2+- = = -2 
a 了 3 
最 后 求 得 e? 的 连 分 式 展开 式 
s-t 2 & Go & 
1-I+2-B3+2-8+ 
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TEC, ©) LKR, 其 渐 近 分 式 序 列 为 
1 1 23+z 6+2 
1’ 1 一 2z7 2-a’ 6—4¢+2” 
12+6a+27 60+ 242+ 3a? a 
12—6a4-+27° 60—36¢+927—2'*’ 
它们 每 个 都 是 e KA BE TK. 


§5 Maehly J 法 * 


Maehly 方法 是 Padé 逼近 方法 的 推广 和 改进 ， 它 通常 比 
Padé 允 近 的 精确 度 高 ,特别 当 被 至 近 函 数 的 Maclaurin 展开 
收敛 较 慢 , 而 它 的 Te6sumes 展开 收敛 较 快 时 更 是 如 此 . 

设 F(a) Fii, 世上 可 展 成 绝对 一 致 收 伍 的 qe6anmeB 
级 数 ; 

Fo) = $ OTe), (6-1) 
Eh T(x) =cos(k arc cos x) ft He6Hmea 多 项 式 . 
构 作 有 理 分 式 函 数 
Rm, n) = Pm (2) /Qn (2) 


= poTos) tals (a) ett t+ Del’ (@) (5-2) 
Tola) + 17s (4) + +p nz) “ 
使 系数 po, Mi, Pmi Fos Gi, s Qn 是 下 述 m% 十 % 十 个 方程 


的 齐 次 线性 方程 组 的 非 平凡 解 
f = qoCo+ + Sa, 
Pe = Ou + 4 %1004+5 Sa Crete»), CD 
| k=1, 2, +, m+n, 


”可 参见 参考 文献 [35] [52], [23]. 


其 中 为 书写 方便 , 假定 了 
m=0 (k>m); qu=0 (k>n), 
因为 5:3) 中 未 知 数 个 数 大 于 方程 个 数 , 所 以 非 平凡 解 自然 存 : 
在 . 
与 (5.3) 等 价 地 , 万 是 Pax) —Q,(o) F(a) Temes 级 . 
数 的 前 mw 十 mn 十 1 项 系数 为 0。 事实 上 ,从 
Pal) =Q PO 


pT (a)—( $ia To))( È O.T ) 


mM 


Sano- Sal onono) 
并 注意 de6smmes 多 项 式 的 恒等式 
TKDE) = 5 (Drle) +P (@)), 
我 们 有 
23° OL, (2) Pela) = $ O,(P x 2) +P rx (2)) 
一 So (æ) + STOT, (æ) 
+ È OTs (2) + CoT (a) + 0,T olay 
= > Or- Tyle) + S0,Pe(2) 
+ > Oo 十 Co (2) +0,T'o(2) 
= $) (Orsat Orm) Tal) 


+O,T, (a) + 0,7" (2) ’ 
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PFE 
Pal) —Q, (2) F(E) 
- Sat@ -E $q, [ È Cnt wo) 
+07, (2) + OTo (e) | 
一 Sats (æ) 一 (go0o+t 4 È gr 0,) To (a) 
一 >> [wo- + Cogs 
+S arnt cr o. 
l (5-4) 
由 关系 式 (5.4) 不 难看 出 ， 为 使 Pu(z) 一 Q,(2)F(z) 的 Ten- 


meB 级 数 的 前 m+n 十 1 项 系数 为 0， 必须 且 只 人 须 方程 组 
(6.3) 成 立 . 


设 以 _ 忆 Th(z) 表 示 Pn(2) 一 @,(2)f(w) 的 qe6amen 
级 数 , 骨 
dn ena = mines $: q(Cminsiztt Onta-i+1). 
FRE RB 
Rn, nt) — F(a) = 
ATH RM gl, 所 以 
Pp a(t) — F (2) =dmin T snes (2), 


从 而 Bw,,(%) 几 乎 是 下 (z) 的 最 佳 通 近 有 理 分 式 . 
例 求 函 数 记 jz 于 区 间 [ 一 1, J) EAN, u= 


于 Ina8， 我 们 的 具体 途径 是 用 Maehly 方法 求 出 BY 的 有 


tS) aT, (a). 


Q(x) k=m+n+] 
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更 通过 Ro,4(a), 然后 以 e- Ra a(o) HEM th po KERDE. 
ME m=2, n=4, W {0} 是 thue 的 degamea 级 数 
的 系数 ， 显 然 , HT-A 是 偶 函 数 ,所 以 Ok 中 的 奇数 项 等 


FO PERMA Bm, 91 和 gs 等 于 0. 如 果 把 相应 
(5.8) 的 方程 加 以 整理 , 可 得 


[ po 一 goCo + + 2aCa 十 i 14044 


Pa = G02 gn(Oo+ Ca) + qa (3 3 Ort Os), 


| 

| 

1 

| O= Go, + n(4 Cs+-5 Os) + a(o Cs), 

| 0= —go0s + gs( (4 Ott Ce) 二 we (403+ 5 On). 


BUE qo=1 而 去 解 po, Pe, 9s 和 94， 得 到 
P(x) =0.52320016427T (2) +0. 0073900264472) 
= 0.5158101378440 0147800528727, 
Qax) =T'{a)+0.06107956977T (2)-+0 000100812267", (a): 
= 0.98902124249+.0.121352641492* 
+0 000806498042". 


所 以 


Re, (7) = 0.54930614399 +0 . 015739849332? 


1+-0. 129233116362" +0.000858870932* ° 
而 th ue(—1<2<)) MABE 2 Rae), Fe ia 
对 误差 上 界 的 一 个 千 计 方法 . 


P,(2)-Q,(2) 也 Le 


的 de6mmes 级 数 中 第 一 个 非 零 系数 项 为 
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4 
— [a0 + 0sg t1 $ ar(Csoe+ Car) js) 


=o [u04 ga (Cs + Cro) +i gu(Ost C42) [rs (x) 
= —0.310% 10+ T's(a). o 
th ur 用 eRe (oe) BERAR RA 


, th ue 
th pa Qala) har 
gz 


_ —0.310x 10° Ts(2) 
~ th wa 
Q(z) — 
当 —1<0<1 Bt, 
Qala) >0.93902, tH? thy, 


因此 . 
—0.310 x 10°T(æ) 0.310 x 10° 
th œ~ 0.93902. th 
Qua) ET 90 e 


<0.67x 107, 


~Ise<l, EMR HB A M A Re i Ak èt 
0.59 x 10-? 相差 无 几 . 


S6 连 分 式 展开 的 经 济 化 方法 * 


如 所 知 , 一 个 函数 的 笑 级 数 展 开 式 可 以 利用 eGmnres 多 

项 式 的 最 小 零 偏差 性 质 而 引出 所 谓 “ 经 济 化 技巧 .对 于 一 个 

给 定 孟 数 的 收敛 连 分 式 展开 来 说 , 也 有 类 似 的 经 济 化 方法 , 用 
”可 参见 参考 文献 此 引 、135] . 
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LR oe BAS OBE ANA Sa SK. 这 种 方法 是 H. J. 
Maehly FX [52] (1960 年 ) 中 提出 的 . 
(BR AK IB UE HY Ba HO P(e) (—-1<e<l), 它 在 [一 二 1 


上 有 较 好 的 收敛 连 分 式 展开 
at . 
FQ) = age (6-1) 
a3 
bo 十 Bat. 
或 者 
F(e)-———*_a—, 4F@ Ema, (6-2) 
0 十 一 -一 一 一 
wat 
bot Te 
或 者 
F(2)-——_““a—, 4 F(@) BBR. (6-3) 
bit — 
QT 
ca ae 


先 假定 F (0) BER EAA Me, 又 不 是 奇 函数 ， 则 它 的 连 分 
式 展开 为 (6 起 式 . 考虑 连 分 式 


ay: 
L,@) =“ — (6-4) 


其 中 a G1, 2,--, %9) 按 下 法 确定 . 仍 以 T(z) 记 nn 阶 
Yebrmes 多 项 式 , AA Ta) H a RAA T, 所 以 

2 DTG) a (6.5) 
SCP to, tr, +++, tea 是 确定 的 常数 . 


设 Dem L, k=1, 2, .…, n, (6-6) 
OrDE+1 
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则 on, 按 下 式 确 定 
malit (Dia Tp | £1, 2, ,mn. (67) 


如 此 确定 的 截断 连 分 式 了 ,(z) 就 是 了 (zx) 在 [一 J，1] 上 的 一 
TEMBEA., KRE, Tale) 几乎 就 是 也 (2) 的 最 佳 一 致 带 
近 有 理 分 式 . 不 难 指 出 ,Cw) 一 了 (z) 近 似 地 等 于 一 个 很 小 
的 常数 乘 以 了 (2). 

KH D(a) SEH F(a) ES} SREY SS +L 阶 渐 近 分 式 . 


a 
Onr ( 2) = 1 


Bet 


bat. 
at 7 


by+ 


Onet 
而 引导 出 来 的 , 所 以 把 TRAE Ourx(z) 经 济 化 或 嵌入 而 - 
得 到 的 有 限 连 分 式 ( 有 理 通 近 )， 通 常 它 要 比 了 F(z) 的 第 nn 阶 
渐 近 分 式 Cn.(2) 的 逼近 程度 为 好 . 
2 P(x) F(R om BR AF Om BRT, 相应 经 济 化 方法 也 是 类 似 
的 ， 对 于 三 (四 ) 为 偶 函 数 的 情况 简要 说 明 如 下 . 


设 也 (%) 的 连 分 式 展开 为 
F(Z) = = pe) 
5 十 Gat 
ata, 


Sees (2) = a 
bita 
are 2 


其 中 a 按 下 述 方法 确定 ， 设 
2° DD L) = a 十 lanai tan 40 t+ 十 to, 


性 处 Ty, (a) fe In 次 de6mmea 多 项 式 ， 设 从 仍 按 (6.6) 式 定 
DL, 而 ax 定义 为 
a= ay) 1— | tox—2| I» |, k=1, 2, +, n, 
此 时 L, (a2) 一 了 (x) 近似 地 等 于 一 个 很 小 的 常数 乘 以 了 sn(4) 
(—1<o<1). . 
当 了 (2) 是 奇 函 数 时 , 它 的 连 分 式 展 开 式 为 - 


Qat 


F(a) = 3 
Qat” 
bat. 


考虑 过 分 式 IDn oo， 


其 中 mm 按 下 述 方 法 确定 . 设 
2°" 1 E) a ST E a tonat 3 + HEZ, 
此 处 了 ai(z) 是 2n 十 1 次 Te6mmea LMSA, p 仍 按 (6.6) 式 
定义 ,而 mm 定义 为 
a,~ ar] 1 | toa De) k=1, 2, "n, 
AKAM BAAR Av — e, 请 见 A. Ralston 的 


论文 [58]. 
例 还 是 考虑 也 jz 在 [一 1, 1] 上 的 逼近 问题 ,= 


m3, 先 考 虑 工 th pz MARGE Bss(%)， 然 后 视 
Re, a(o) J th ue WARBER. 
TUT 的 连 分 式 展开 为 
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HE, ce) 上 收敛 . 
采用 偶 函 数 的 情况 , n 一 4 对 于 这 个 例子 来 说 , Bae, 
tg, ta 和 to 是 下 列 多 项 式 的 系数 


5 1 


2 Tals) 一 — Bah +7 z-z, 
常数 A 
=mi -一 1934 
Ps DrDy+41 (2k—1)(2k+1)’ k=1, 7 9, F, 
而 且 


ay =4[1— [to] Pipe pa pa] =0.54930614398, 
= Ga[1— |ta| papa pi] =0.80178717755, 
az =a3[1— | ts| pape} =0.30172166663, 
O4=G4[1— | te] p4] =0. 29884691125. 


HESA 
Te) = —— 
Anz 
“a Cat 
az? 
B+ 7 


_ __ 9.54930614398-+ 0 0157394122923 
1+0.1292323201427-+ 0. 0008587926024 


它 正 是 所 要 求 的 Real). FA eRe. (ao) JEG th ue ALR 
差 上 界 为 
| æRə (æ) — th ug 


L th ua 
ERREEN YH SLR 0. 59 x 10-9 相差 无 几 . 
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<0.77x10°, ~—1<a<1. 


$7 QD 算 法 * 


QD 方法 是 专门 为 解决 函数 
fF) = DO" (7-1) 


HAREA ETT AY CL Rutishauser[65]). 
QD 方法 大 意 是 ， 根 据 形 式 容 级 数 (7:1) 中 的 各 系数 On 
形成 两 个 初始 序列 


P=0, n=1, 2, 3, = 
- (7-2) 
q= nt1/ On, n=0, 1, 2, “ve 
然后 形成 序列 
[gD +, bb, 2 0, 1 gy 
Geer = gt seg th /eb, k=1, 2, ---;n=0, 1, +- 


按照 计算 公式 (7.2) 和 (7.3)， 可 以 形成 一 张 所 谓 QD 表 ( 见 
# 7.1). 
例 Be f(z) PREM BT EM 


f@) = Sine 


则 其 QD 表 为 i 
0 1 
2 2 
0 1 2 
8 3 3 
0 1 2 8 
: 4 : 


当 QD 表 存 在 时 , 由 (7:1) 所 定义 的 f(z) 有 如 下 的 连 分 
式 展 开 式 ( 见 [27]) 
* 可 参见 参考 文献 [50] [65] [27]. 
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57.1 QD 表 


AAA 
/ 
ef? ew 
\ 
+ / 
Ne gi 
ef AN ep 
Lf 。 
oh Ne gp 
了 
J 
ep Næ ey e9 
、 gf ; ge . : 
Co gz Az gz Ms p 
I1- i—i- I-I. (7-4) 
这 就 是 QD 算法 的 总 的 轮廓 . 
[60] 中 定理 工 指出 , 为 使 如 上 QD 表格 存在 , 必须 上 且 只 须 
Fx Hankel 行列 式 不 为 零 : 


On Onyi ot Onna 
HEP = Canti Casa … Onit +0, (7-5) 


Onir- Case s. Casoe-a 
b=1, 2, -;n=0, 1, 2, e, 
并 且 此 时 QD 序列 与 Hankel 行列 式 有 下 列 关系 式 成 立 ; 
He. H, 
gin — Hi HE 
E HP-A 


1 = 
k=1,2, =; n=0,1, +, (7-6) 
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BRIDE — HG RRM (7-1) 都 会 有 QD 序列 
(7-2) (7-3) FER. 事实 上 , 比如 当 
fd =14 2424+ 
时 ， 其 QD 序列 (7.2) 和 (7.3) 就 不 存在， 为 此 ， 于 [60] 中 
P. Henrici 讨论 了 所 谓 摄 动 QD 格式 . 
摄 动 QD 格式 的 基本 思想 是 转 而 考虑 (7.1) 的 摄 动 形 式 
的 等 级 数 _ 7 
F(z) = Oal +e)" = 2 ORA (7-7) 
其 中 C, 按 二 项 式 定 理 为 
= (n Jont ("F )Ouae+ (OF Onat, 


n n 


然后 考虑 了 (2) -ÅT 的 QD 格式 等 等 有 关 摄 动 QD 格式 


的 详细 讨论 ,请 参阅 [60]. [60] 中 还 讨论 了 如 何 利用 QD 方法 
来 获得 超越 函数 的 零点 和 极点 的 问题 ， 


$8 s- 算 法 * 


对 于 给 定 的 序列 
So, Si, e, Sj. see, (8-1) 
8- 算 法 的 基本 关系 是 

eP =S;, 62=0, 
1 j=0, 1,0; b=0,1, ++, (8-2): 


op S41) 
Ekti TEKI + tD et 3 
k 


2 
č 


s- 算 法 是 D. Shanks! Al P. Wynn 为 了 提高 序列 的 收敛 
速度 而 设计 的 .我 们 这 里 主要 考虑 它 在 数值 有 理 逼 近 中 的 应 
用 .如果 尽 是 下 述 形式 震级 数 

* 可 参见 参考 文献 [71]、[82] [883]. 
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F= Sas! (8-8) 
的 前 ?十 工 项 的 部 分 和 于 “= 点 的 值 
S= Das, (8-4) 


D. Shanks"! 47] P. Wynn®® 曾经 指出 s- 算 法 与 Padé E I 
方法 的 重要 联系 
stk = [k+ ]/ F] rao). (8-5) 
BN eS i f(e) e+ j/k] Padé BFK c= ro 处 的 值 . 所 
以 s- 算 法 至 少 可 以 作为 寻求 在 某 点 处 f(e) Padé 逼近 值 的 一 
种 有 效 方法 
在 实际 应 用 时 , WE s- 算 法 所 生成 的 二 维 数组 列 成 一 个 
Bri s- 阵 列 : 


e? 
ef 
e eg 
gf BO) 
(2) a) (0) 
e-i sf ei sg 3 本 (8-6) 
ef} o EP 
ey: 
ey} 
考虑 es- 阵列 中 的 一 块 
ee 
ry esr, 
es n+) eg eft) (8 7) 
ome Ph 
egnth 


MAR (8-2), 可 知 
ESE — ebra = (ef — eft?) 4, 


1 — 
eg — eb = (eff? — eg) +. 


上 两 式 左 、 右 两 边 分 别 相 减 , 并 利用 递 推 关系 式 (8.2) BNO 
(efa? — es) 1 — (ef — eff) 
= (eftt — fP) (eP sp) (8-9) 
r=, m+r=jG, j=0, 1, …) HRH 8 JF 3| Al Padé iE 
IEW KAT (8-5), 便 可 得 到 Padé 逼近 的 Wynn 人 恒等式 (第 
=H (2-20)X) 
(Le+-1/9] — [4/9]) (~ [6-1/9] 7 
= ((4/j-+-1] — (6/91) > (4/9) — [4/f-1) >, 
i=0, 1, +397 =0, 1, +, (8-10) 
它 指明 了 在 Padé 表 中 ， 相 邻接 五 个 Padé 逼近 的 关系 . Bid 
它们 为 


W C E 


则 (8.10) 式 , 即 指出 了 

(C—N)74+ (C—S)*=(C—W)74(C-E), (8-11) 
BREN, #,WASACA, Wh S-11) RAW ABE O 
的 一 个 2 次 方程 。 由 此 还 可 讨论 处 在 中 心 位 置 的 C 唯 一 存 
在 的 条 件 。 这 当然 是 很 有 趣 的 事情 (参阅 [88]). 


§9 Hamming 直接 方法 * 


R. W. Hamming 方法 是 一 种 发 现 有 理 和 逼近 形式 的 方 
法 . 也 是 一 种 有 理 插 值 法 ， 

te CAME A (ay, y), j=1, 2, =, KAAS KK 
“+ 可 参见 参考 文献 [43]， 
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近 由 该 型 值 点 所 表征 的 函数 Sc). FRECAREA, MÆ 
已 知 函数 f(z), 则 问题 更 简单 ， 设 有 理 函 数 的 形式 为 


_N@)_ _ N(s) . 
RO Day” Tr (9D 


ip N(2), D(x) oS Mist, H D(0) =1， 
为 了 发 现 (2) 的 分 子 .分 母 多 项 式 的 次 数 ， 只 须 于 


TOPER 


两 边 取 对 数 , 可 得 
log f (a;) ~log 站 (2) 一 log(I 十 oo 上 十) j=1, 2 
如 果 N(x) = 0a +0, 0,40, 


log f(z,) slog O,+r log /+ log(1+ Set ayt) 
— log (1+ dyaj;+-+), 
4 ty 较 小 时 ，log f(z)) 作 为 logz; 的 线性 函数 的 斜率 值 ( 取 整 
数 部 分 ) 就 取 为 分 子 契 (四 的 最 低 方 次 ， TE R(w) 应 形 如 
RE = Ty aap 

究竟 忌 (2) 的 分 子 、 分 母 应 该 是 ”的 多 少 次 多 项 式 , 那 还 应 该 
进一步 考察 当 zy 增 大 时 yj 的 变化 趋势 ， 如果 yy 随 % 的 增 大 
而 增 大 ( 减 小 ) 时 ， 则 分 子 (2) 的 次 数 应 比分 母 D(z) 的 次 数 
ARC). Æ F Padé 表 中 主 对 角 线 附近 的 Padé 逼近 精确 
度 较 好 的 事实 , 我 们 常常 取 分 子 .分 母 的 次 数 相差 为 IL， 例如 

_ atetep" 
RG) ldai- da 

a uH t agaa t 
RG) = debe bd 


或 (9-2) 


等 等 . 
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至 于 上 到底 取 多 大 ， 这 可 看 数据 本 身 的 特点 和 个 数 来 确 
定 . 
如 果 “已 经 确定 ， 则 BR(2) 中 的 参数 个 数 为 2(4 填 1) 一 7. 
因此 为 作 有 理 播 信 , 应 选取 2(8 二 四 一 r 个 型 值 点 ， 当 然 这 些 
型 值 点 应 该 选取 对 决定 函数 形状 比较 关键 的 一 批 点 ， 这 往往 
可 以 用 绘图 的 办 法 来 确定 ， 
以 上 问题 全 部 解决 以 后 ， 剩 下 的 只 是 一 个 有 理 播 值 问 
m 
Ri) =F le), j=l, =, 2(k+1)—r, (9-3) 
Hamming 建议 把 (9.8) 线 性 化 为 
D(a,)f (e) =N (aj), j=1, +, 2+ 1)—r (8-4) 
来 求解 ， 从 而 得 到 fo) ABER, 
在 第 一 章 中 , 已 经 给 出 了 (9.3) 和 (9.4) 等 价 转化 的 条 件 . 


$10 最 小 二 乘法 * 


一 般 说 来 ， 型 值 点 (zy， Jazz))， j=l, a) 型 要 比 有 理 分 
A Re) 一 入 (zw)/D(w) 中 的 参数 多 得 多 。 如 果 把 所 有 型 值 点 
”都 用 上 , 则 常 采用 最 小 二 乘法 。 即 求解 下 述 极 小 值 问题 


DIF) ~ FEY =min, (10-1) 


因为 在 一 般 情况 下 ， 由 (10. 了 ) 所 导出 的 法 方程 组 是 一 个 
非 线性 方程 组 , 从 而 它 的 求解 也 是 比较 困难 的 ，Hamming 在 
[43] 中 建议 求解 (10.1) 的 逐步 线性 化 变形 ， 取 Po(z) =1, 并 
按 求 解 下 列 极 小 值 问 题 来 形成 Die), Dale), ++, Dele), 


”可 参见 参考 文献 [49] . 
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> ay [Dy (25) f(y) —N(a4)]?=min, k= 1, 2, + 
(10-2) 

当前 后 两 D(z) 在 给 定 精度 内 系数 完全 重合 为 止 ， 此 时 求 出 

5% DoE R Ne), WRA AEE R RC(w) -N (2)/ 


D(z)， 该 法 收敛 很 快 , 但 有 时 不 其 稳定 . 
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